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HN SÚ LƯỢIB BIñE VÌ PHƯƯIB TRÌIH LƯỢI BI 


HÈITI SỐ LƯỢNG DIúE Và 
Chương Ẩ_ PHƯUIIG TRÌI†H LƯUTIG BIHE 


Tiếp tục phần giá trị lượng giác và các công thức lượng giác được học trong chương cuối 
của Đại số 10, chương này cung cấp kiến thức về hàm số lượng giác và cách giải phương 
trình lượng giác . Ờ đây chỉ yêu câu giải thành thạo các phương trình cơ bản và những 
phương trình bậc nhất và bậc hai đối với một hàm số lượng giác. 

Khác với những hàm số đã được học trước đây, các hàm số y= sin x, y= cos x, y= tan x 
và y = cot xlà những hàm số tuần hoàn. Các hàm số này gặp nhiều trong các môn khoa 
học ứng dụng (Vật lí, Hoá học, ...) 


`Z HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


I- ĐỊNH NGHĨA 


Trước hết, ta nhắc lại bảng các giá trị lượng giác của các cung đặc biệt. 


Cung 
Giá tì 0 g4 7.4. .1.. 
lá trị 
lượng giác 6 k 3 2 
1 
sinx 0 ` v2 v3 1 
2 D) 2 
1 
COSX 1 v3 NI = 0 
2 J) 2 
tan x 0 ` l V5 | 
COtX | NI l| v3 0 
3 


1 
a) Sử dụng máy tính bỏ túi, hãy tính sin x, cos x với x là các số sau : 
TT 


—;—;1,5;2;3,1;4,25; 5. 
6 4 


b) Trên đường tròn lượng giác, với điểm gốc A, hãy xác định các điểm ⁄ mà số đo của 

cung ÁM bằng x (rad) tương ứng đã cho ở trên và xác định sin x, cos x (lấy œ ~ 3,14). 
1. Hàm số sin và hàm số côsin 

a) Hàm số sỉn 


Ở lớp 10 ta đã biết, có thể đặt tương ứng mỗi số thực x với một điểm M duy 


n= 
nhất trên đường tròn lượng giác mà số đo của cung A⁄ bằng x (rad) 
(h.1a). Điểm M có tung độ hoàn toàn xác định, đó chính là giá trị sin x. 


Biểu diễn giá trị của x trên trục hoành và giá trị của sin x trên trục tung, ta được 
Hình Tb. 


b) 


Hình ï 
Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực x với số thực sin+x 
sn: R >> R 
x> y=sinx 
được gọi là hàm số sỉn, kí hiệu là y = sin +. 
Tập xác định của hàm số sin là IR. 


b) Hàm số côsin 


c€osxE-------- 


a) b) 
Hình 2 


Quy tắc đặt tương ứng mỗi số thực + với số thực cosx 
cos: R > R 
X > y=COSX 
được gọi là hàm số côsin, kí hiệu là y = cosx (h.2). 


Tập xác định của hàm số côsin là IR. 


2. Hàm số tang và hàm số côtang 


a) Hàm số tang 


Hàm số fang là hàm số được xác định bởi công thức 
SIn+# 
v= (cos x # 0), 
COSX 


kí hiệu là y = tan. 


Vì cos x £ 0 khi và chỉ khi x # 5 + km (k e Z) nên tập xác định của hàm 
số y = tanx là 


D=R\ | +in, ke |, 


b) Hàm số côtang 


Hàm số côfang là hàm số được xác định bởi công thức 
COS Y 


y=_— (sinx # 0), 
Sinx 


kí hiệu là y = cotx. 


Vì sinx # 0 khi và chỉ khi x £ kœ (k e Z) nên tập xác định của hàm số 
y= cot+x là 
D=R`\[kn,ke Z}. 


# 2 
Hãy so sánh các giá trị sinx và sin (—x), cosx và cos(—*). 


NHẬN XÉT 


Hàm số y = sin x là hàm số lẻ, hàm số y = cos x là hàm số chắn, 
từ đó suy ra các hàm số y = tan x và y = cot.x đều là những hàm số lẻ. 


II - TÍNH TUẦN HOÀN CỦA HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


* 3 
Tìm những sốT sao cho ƒ{x + 7) =ƒ(+) với mọi x thuộc tập xác định của các hàm số sau : 
a) ƒ¿) = sinx ; b) f2) = tanx. 


Người ta chứng minh được rằng 7 = 2z là số dương nhỏ nhất thoả mãn 
đẳng thức 

sin( + 7) = sinx, Vx e lR (xem Bài đọc thêm). 
Hàm số y = sin x thoả mãn đăng thức trên được gọi là hàm số tuần hoàn với 
chu kì 2T. 
Tương tự, hàm số y = cos x là hàm số tuần hoàn với chu kì 27. 
Các hàm số y = tan x và y = cot+x cũng là những hàm số tuần hoàn, với chu kì 7. 


III - SỰ BIẾN THIÊN VÀ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


1. 


Hàm số y = sin x 

Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = sinx : 

s Xác định với mọi x e l và —l <sinx< l; 

® Là hàm số lẻ ; 

® Là hàm số tuần hoàn với chu kì 21. 

Sau đây, ta sẽ khảo sát sự biến thiên của hàm số y = sin +. 

a) Sự biến thiên và đồ thị hàm số y = sinx trên đoạn [0 ; r] 


¬—Ố : TẾ cà 
Xét các số thực x, xa, trong đó 0 < xị < xạ < bao #qna ST—=#Wa; 34 =TfEr- đị: 


Biểu diễn chúng trên đường tròn lượng giác và xét sin x; tương ứng (¡ = I, 2, 3, 4) 
(h.3a). 


s1n 


B 


H~ 


|a|-- 


b) 
Hình 3 


“2 x4 Nxv Ẫ 7T ^ ... : 
Trên Hình 3 ta thấy, với xị, x› tuỳ ý thuộc đoạn lo : | Và xị <3a thì sin x < si 1a. 


` : TU 3 : 
Khi đó x4, xa thuộc đoạn E : xị Và xa < x„ nhưng sinxs > sinxa. 


Vậy hàm số y = sinx đồng biến trên lo : 5| và nghịch biến trên Ẹ : rỊ 


Bảng biến thiên : 


TU 


y=S5Inx w ăă =—= _ 


Đồ thị của hàm số y = sin x trên đoạn [0 ; x] đi qua các điểm (0; 0), (x¡ ; sinx), 


— |`)|a 


Œx; ; sinxa), Ẹ : ) , 03 ; sinxa), (xa; sin xa), (œ; 0) (h.3b). 
CHÚ Ý 
Vì y = sin x là hàm số lẻ nên lấy đối xứng đồ thị hàm số trên 
đoạn [0; r| qua gốc toạ độ Ó, ta được đồ thị hàm số trên đoạn 
[—z ; O]. 


Đồ thị hàm số y = sin x trên đoạn [—z ; x| được biểu diễn trên 
Hình 4. 


Hình 4 


b) Đồ thị hàm số y = sỉin x trên 

Hàm số y = sin x là hàm số tuần hoàn chu kì 2z nên với mọi x e ]R ta có 
sin(x + k27) = sinx, ke 2. 

Do đó, muốn có đồ thị hàm số y = sinx trên toàn bộ tập xác định ïR, ta tịnh 

tiến liên tiếp đồ thị hàm số trên đoạn [—z ; 7| theo các vectơ W = (27; 0) 

và —V = (2x; 0), nghĩa là tịnh tiến song song với trục hoành từng đoạn 


có độ dài 2m. 


Hình 5 dưới đây là đồ thị hàm số y = sin x trên R. 


Hình 5 
c) Tập giá trị của hàm số y = sỉn x 
Từ đồ thị ta thấy tập hợp mọi giá trị của hàm số y=sinx là đoạn [—l ; I1]. 
Ta nói đập giá frị của hàm số này là [—I ; 1]. 


Hàm số y = cosx 


Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = cos x : 

s® Xác định với mọi x e R và l <cosx<]; 
s® Là hàm số chấn ; 

® Là hàm số tuần hoàn với chu kì 21. 


Với mọi x e ta có đẳng thức 


ý 1 
sa + ;] = COSX. 


› `"... ẽ.ẽ.. : _ 7 
Từ đó, bảng cách tịnh tiến đồ thị hàm số y = sin x theo vectơ  = [-š : ) 


2À co Ấn Xa 22, 14516, 3ý S 7 ⁄ ` À 
(sang trái một đoạn có độ dài băng 3” song song với trục hoành), ta được đồ 


thị của hàm số y = cos x (h.6). 


10 


Từ đồ thị của hàm số y = cos x trên Hình 6, ta suy ra : 
Hàm số y = cos x đồng biến trên đoạn [—z ; Ö] và nghịch biến trên đoạn [0 ; m]. 
Bảng biến thiên : 


= COS 1 
y * ` bo 


Tập giá trị của hàm số y = cosx là [—1 ; 1]. 


Đồ thị của các hàm số y = cos v, y = sinx được gọi chung là các đường hình sin. 
Hàm số y = tan x 

Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = tanx : 

s Có tập xác định là D = R NH =z| : 


® Là hàm số lẻ ; 
*® Là hàm số tuần hoàn với chu kì 7. 


Vì vậy, để xét sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = tan x, ta chỉ cần xét sự 


*AZ .À ` ~ À . ° ` Z SN ^ ° kẻ 7U Z TẠ⁄ AZ* 
biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số này trên nửa khoảng L : ;] , sau đó lấy đối 


6 


Cuối cùng, do tính tuần hoàn với chu kì z nên đồ thị hàm số y = tan x trên 2 


: x ` `... Ẫ LỚN: 
xứng qua gốc toạ độ Ó), ta được đồ thị hàm số trên khoảng [- ; ;]} 


"`"... : ft: H4: 2ac ". 
thu được từ đồ thị hàm số trên khoảng - 5 3 ;] băng cách tịnh tiến song 
song với trục hoành từng đoạn có độ dài bằng 7ø. 


a) Sự biến thiên và đồ thị hàm số y = tan x trên nửa khoảng L : ;] 
.i *ˆẨZ ° R Ki “* 
Từ biểu diễn hình học của tan x (h.7a), với xị, xạ € L Ẻ ;] , AM = xị, 


/£V — Cổ 
AM»; =x;, ATi=tanxi, A2 =tanxa, ta thấy : 


#I <*¿ = tanx) < fan1xa. 


*tÀ ⁄ ⁄, Mã > ` ^Z ^ “A2 ) kì ” TU 
Điều đó chứng tỏ răng, hàm số y = tanx đồng biến trên nửa khoảng L : ;] : 
tang Bà 


Hình 7 


Bảng biến thiên : 


y =tanx “` 
0 


"`... ¬ : 7 : 
Đề vẽ đồ thị hàm số y = tan x trên nửa khoảng L : ;] ta làm như sau : 


Tính giá trị của hàm số y = tan x tại một số điểm đặc biệt như x = 0, x = 


1 


x=~,x= —,... rồi xác định các điểm (0 ; tan 0), E : an^), E : HH 
3 6 6 4 4 


É : tan ;] ,.. + Ta có bảng sau : 
3 3 


0 7 T 
# 

6 4 ° 
y=tanzx 0 Š Ĩ d5 


À ° ` xZ ^ ? 2 1 * Z . ` 
Đồ thị hàm số y = tan x trên nửa khoảng L : ;] đi qua các điểm tìm được. 


II 


12 


đế > Bì & ^. 1U b— À . ` ^Z“ ` ^. 
Nhận xét rảng khi x càng gần 3 thì đồ thị hàm số y =tanx càng gần 


đường thẳng x = 5 (h.7b). 


b) Đồ thị hàm số y = tan x trên D 

Vì y = tan +x là hàm số lẻ nên đồ thị hàm 
số có tâm đối xứng là gốc toạ độ Ó. 
Lấy đối xứng qua tâm Ó đồ thị hàm số 
y =tanx trên nửa khoảng Ẹ : 5] „ ta 
được đồ thị hàm số trên nửa khoảng 

z 

Từ đó, ta được đồ thị hàm số y = tan x trên 
khoảng (- : ;] Ta thấy trên khoảng 


này, hàm số y = tanx đồng biến (h.8). 


Hình Š 


Vì hàm số y = tan x tuần hoàn với chu kì z nên tịnh tiến đồ thị hàm số trên 


khoảng (- : ;] song song với trục hoành từng đoạn có độ dài 7ø, ta được 


đồ thị hàm số y = tan x trên Ð (h.9). 


y 


Hình 9 


® Tập giá trị của hàm số y = tanx là khoảng (—œ ; +œ). 


Hàm số y = cotx 


Từ định nghĩa ta thấy hàm số y = cot+ : 

s Có tập xác định là 2= JR V{kn,ke Z2}; 

*® Là hàm số lẻ ; 

® Là hàm số tuần hoàn với chu kì 7. 

Sau đây, ta xét sự biến thiên và đồ thị của hàm số y = cot+x trên khoảng (0; 7), 
rồi từ đó suy ra đồ thị của hàm số trên Ö. 

a) Sự biến thiên và đồ thị hàm số y = cot x trên khoảng (0 ; œ) 


Với hai số + và x¿ sao cho Ö < xị < xạ < 1, ta có 0< xạ — + < 7œ. Do đó 


—— COS XỊ COS X2 
cof X1 — cof X2 — na = Pin TP: 
1 2 


_— S12 COSXỊ — COS X2 SIN XỊ 


sin XI sin X2 


SIN(%x›2 — x 
¬ 
SI XI SIN x2 


hay cot+ > cotxa. 


Vậy hàm số y = cotx nghịch biến trên khoảng (0; 7). 


Bảng biến thiên : 


y=cotx `. 


Hình 10 biểu diễn đồ thị hàm số y = cot x 
trên khoảng (0; 70). 


Hình 10 


13 
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b) Đồ thị của hàm số y = cot x trên 


Đồ thị hàm số y = cot+ trên D được biểu diễn trên Hình I1. 


Hình II 


® Tập giá trị của hàm số y = cotx là khoảng (—œ ; +œ). 


BÀI ĐỌC THÊM 


HÀM SỐ TUẦN HOÀN 


I - ĐỊNH NGHĨA VÀ VÍ DỤ 

1. Định nghĩa 
Hàm số y = ƒ(+©) có tập xác định D được gọi là hàm số tuần hoàn, 
nếu tồn tại một số 7 z 0 sao cho với mọi x e D ta có : 
a)x—=TeDvàx+TeD; 
b) ƒ(x + 7) =ƒG). 


Số 7 dương nhỏ nhất thoả mãn các tính chất trên được gọi là chư kì 
của hàm số tuần hoàn đó. 


2. Ví dụ 


Ví dụ 1. Hàm số hằng ƒ{z) = c (c là hằng số) là một hàm số tuần hoàn. 
Với mọi số dương 7 ta đều có ƒ{x + 7) = ƒz) = c. Tuy nhiên không có số dương 7 
nhỏ nhất thoả mãn định nghĩa nên hàm số tuần hoàn này không có chu kì. 


Ví dụ 2. Hàm phần nguyên y = [x] đã được nêu trong Đại số 10. 
Ta xét hàm y = {x} xác định bởi : {x} = x — [x]. Nó được gọi là hàm phần lẻ của +. 
Chẳng hạn, {4,3) =4,3-— 4= 0,3; 

{-4.3) =—4,3 - (—5)=0,7. 


Ta chứng tỏ hàm y = {x} là hàm tuần hoàn với chu kì là 1. 


Thật vậy, {x+ I}=x+I—-[x+l]=x+lI-[x]- I=x-[x] = {x }. 


Đồ thị của hàm số y = {x} được biểu diễn trên Hình 12. Nhìn vào đồ thị ta thấy 
hàm số có chu kì bằng 1. 


Hình 12 


3. Đồ thị của hàm số tuần hoàn 

Giả sử y = ƒ(+) là một hàm số xác định trên D và tuần hoàn với chu kì 7. 

Xét hai đoạn X\ = [a ; ø + T] và X› = [a +T'; a + 2T] với a e D. 

Gọi (C1) và (C2) lần lượt là phần của đồ thị ứng với x e Xị và x e Xa, ta tìm mối 
liên hệ giữa (C) và (C2) (h.13). 


É (j) (2) 
` 
/@)|----//-- v5 
h : h : : > 
O[ ai X0 'a‡T xụ+T ï... II - 
ị T T ' 


Hình I3 
Lấy xọ bất kì thuộc Xị thì xọ +7 e X. 


15 


16 


Xét hai điểm Mĩ và M› lần lượt thuộc (C¡) và (C2), trong đó 


Mãi =*%o 


M : ới 
NET EIP.RPP _ =0) 


X2 =%g +T 
3; = ƒŒGạ +T)= ƒGq). 


Ta có MiMs = (xạ—*xị; yaT— yị) =(ŒT; 0) = ÿ (7 không đổi). 


Mỹ; (x2 ì Y2) với 


Suy ra M2 là ảnh của M⁄¡ trong phép tịnh tiến theo vectơ v. Vậy "(C2) là ảnh của 


(C1) trong phép tịnh tiến theo vectơ 0". 

Từ đó, muốn vẽ đồ thị của hàm số tuần hoàn chu kì 7, ta chỉ cần vẽ đồ thị của hàm số 
này trên đoạn [z ; z + 7], sau đó thực hiện lần lượt các phép tịnh tiến theo các vectơ 
ÿ, 2Ÿ, ..., và các vectơ —y, —2ÿ, ... ta được toàn bộ đồ thị của hàm số. 

II— TÍNH TUẦN HOÀN CỦA HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


1. Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm số y = sỉn x và y = c0sx 


ĐỊNH LÍ 1 


Các hàm số y = sin x và y = cos x là những hàm số tuần hoàn với 


chu kì 2m. 
Chứng minh. Ta chứng minh cho hàm số y = sin+x (trường hợp hàm số y = cos x 
được chứng minh tương tự). 
Hàm số y = sin x có tập xác định là R và với mọi số thực x ta có 
x—2rne R,x+2rne R, (1) 
sin (x + 27) = SInx. (2) 


Vậy y = sin x là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh 2z là số dương nhỏ nhất thoả 
mãn các tính chất (1) và (2). 


Giả sử có số 7 sao cho 0 <7 < 2z và sin(x + 7T) = sinx, Vx e R. 


Chọn x = : , ta được 


sn|5 +7) sin” =l<©  cosŸ-= Ì. 
2 2 


Điều này trái giả thiết 0< 7 < 27m. 
Vậy 2z là số dương nhỏ nhất thoả mãn tính chất (2), nghĩa là 2z là chu kì của 
hàm số y = sinx. 8 


2. Tính tuần hoàn và chu kì của các hàm số y = tan x và y = cotx 


ĐỊNH LÍ 2 


Các hàm số y = tan x và y = cotx là những hàm số tuần hoàn với 


chu kì 7. 


Chứng minh. Ta chứng minh cho hàm số y = tan x, (trường hợp hàm số y = cot x 
được chứng minh tương tự). 


Hàm số y = tanx có tập xác định D = R \ sen ke 2). 


Với mọi x e D ta có x— re D và x+r e D, tan(z + 7) = tan +. 

Vậy y = tan x là hàm số tuần hoàn. Ta chứng minh r là chu kì của hàm số này. 
Giả sử có số 7 sao cho 0 < 7 < r và tan(x + 7) = tanx, Vx e D. 
Chọn x = 0 thì x e D và tan(0 + 7) = tan0 =0. 


Nhưng tan ø = 0 khi và chỉ khi øz = kx, ke Z, do đó phải có 7 = kx, k e Z. Điều 
này mâu thuẫn với giả thiết 0 <7 < a. 


Vậy chu kì của hàm số y = tan x là x. 8 


Bởi tập 
Hãy xác định các giá trị của x trên đoạn |~n : — để hàm số y = tanx : 
a) Nhận giá trị bằng 0 ; b) Nhận giá trị bằng 1 ; 
c) Nhận giá trị dương ; đ) Nhận giá trị âm. 


Tìm tập xác định của các hàm số : 


l+cosx l+cosx 
a)y=————; b) y=,|————: 
SsIIx l— cosx 

7U 1U 

c€)y= tan x—— |; đ) y= cot| x+—]. 
}3 [ 3 & 3 


Dựa vào đồ thị của hàm số y = sinx, hãy vẽ đồ thị của hàm số y = lsin x|. 


Chứng minh rằng sin 2(x + kr) = sin 2x với mọi số nguyên &. Từ đó vẽ đồ thị 
hàm số y = sin 2x. 
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Dựa vào đồ thị hàm số y = cos x, tìm các giá trị của x để cos x = 7 


Dựa vào đồ thị hàm số y = sinx, tìm các khoảng giá trị của x để hàm số đó 
nhận giá trị dương. 


Dựa vào đồ thị hàm số y = cos +, tìm các khoảng giá trị của x để hàm số đó 
nhận giá trị âm. 

Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số : 

a)y= 2Ncosx +l; 


b)y= 3—- 2sinx. 


& 2 PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 


cò 
1 
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D một giá trị của x sao cho 2sin+x — 1 =0. 


Trong thực tế, ta gặp những bài toán dẫn đến việc tìm tất cả các giá trị của x 
nghiệm đúng những phương trình nào đó, như 

3sin2x+ 2= 0 
hoặc 2cosx + tan2x - =0, 
mà ta gọi là các phương trình lượng giác. 
Giải phương trình lượng giác là tìm tất cả các giá trị của ẩn số thoả mãn 
phương trình đã cho. Các giá trị này là số đo của các cung (góc) tính bằng 
radian hoặc bằng độ. 
Việc giải các phương trình lượng giác thường đưa về việc giải các phương 
trình sau, gọi là các phương trình lượng giác cơ bản : 

SINX = đ, COSX = đ, tanX = đ, COtX = đ, 


trong đó ø là một hằng số. 


1. Phương trình sin x = a 


R 


2 

Có giá trị nào của x thoả mãn phương trình sin x = —2 không 2? 
Xét phương trình sinx = a. (1) 
Trường hợp laÌ > 1 

Phương trình (1) vô nghiệm, vì |sinx| < I 
VỚI mỌI +. 

Trường hợp laÌ < 1 

Vẽ đường tròn lượng giác tâm O, trục 
hoành là trục côsin, trục tung là trục sim. 
Trên trục sin lấy điểm K sao cho ÓK = a. 
Từ K kẻ đường vuông góc với trục sin, cắt 
đường tròn lượng giác tại M và Mĩ đối 


xứng với nhau qua trục sin (nếu la| = 1 
thì M trùng với M') (h.14). 


Hình 14 


s. la. 
Từ đó ta thấy số đo của các cung lượng giác AN⁄ và AM' là tất cả các nghiệm 
của phương trình (1). 


: £, 
Gọi ø là số đo bằng radian của một cung lượng giác AM, ta có 
=, 
sđAM = œ+ k2n,kc 2 ; 


/x 
sđ AMf' = 7t — œ + k2m, kc Z. 


Vậy phương trình sin x = ø có các nghiệm là 


x=ữ+ k2ï, k2; 
Xx=7-ơ+k2mn ke Z2. 


7 7 
Ms vs `... mm `. Su : 
Nếu số thực ø thoả mãn điều kiện #2 2 thì ta viết # = arcsIn a 
sinø = a 


(đọc là ac-sin-z, nghĩa là cung có sin bằng ø). Khi đó, các nghiệm của 
phương trình sinx = ø được viết là 


x= arcsina + k2m,kc 2Z 


Và X = 7tr — arcsina + k21qt, k c Z. 
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CHÚ Ý 


a) Phương trình sinx = sin ø, với ø là một số cho trước, có các 


nghiệm là 

x=ø+k2rn, ke Z 
và x=mn-œ+k2n, ke 2. 
Tổng quát, 


: l ƒ(z) = ø(x) + k21, keZ 

sinf(x) = sin ø(*) © 
ƒ(*) = 7m — ø(x) + k2m, k e 2. 
b) Phương trình sinx = sin đ ” có các nghiệm là 
x=/"+k360”, ke Z 
và x=180°- /°®+k360°, ke Z. 
c) Trong một công thức về nghiệm của phương trình lượng 
giác không được dùng đồng thời hai đơn vị độ và radian. 
d) Các trường hợp đặc biệt : 
*®a= I: Phương trình sinx = l có các nghiệm là 


x= 2 +k2n,k€ Z. 


®=-—l : Phương trình sinx = —-l có các nghiệm là 
x= nộ + k2n, ke 7. 


®z=0: Phương trình sinx = 0 có các nghiệm là 
x=kn,kce 2. 


Ví dụ 1. Giải các phương trình sau : 
a) TH : b) giờ | 
2 5 
Giải 
vI ¬"... || : x. 
a) Vì — =sin— nên sinx= — < sinx = sin—. 
2 6 5; 6 
Vậy phương trình có các nghiệm là 


x= +k2n, ke Z và x=®—C +i9n= CC + k2n, ke 2. 


b) Ta có sinx = h khi x= arosin 2. Vậy phương trình sinx =— có các 
nghiệm là 


+ =arosins + k2, k e Z và x= ®~ arosin, + k2, È e 2. 


3 
tu các phương trình sau : 
2 


1 
a) sinx=-— ; b) sin(x+45°)=———. 
) B ) sin( ) s 


2. Phương trình cos x = a 


Trường hợp la| > 1 
Phương trình cos x = z vô nghiệm 


vì |eosxÌ < 1 với mọi x. 


a| <1 

Tương tự trường hợp phương trình 
sin x = đ, ta lấy điểm Hƒ trên trục côsin 
sao cho OW = a. Từ H kẻ đường 
vuông góc với trục côsin, cắt đường 
tròn lượng giác tại M và Mĩ' đối 
xứng với nhau qua trục côsin (nếu 
la| = 1 thì = M) (h.15). 


Trường hợp 


côsin 


Hình 1Š 


% ƒ% 
Từ đó ta thấy số đo của các cung lượng giác AM và AM' là tất cả các 
nghiệm của phương trình cos x = đ. 


` / 
Gọi ø là số đo bằng radian của một cung lượng giác AM, ta có : 
#% 
sđ AM = œ+ k2n,kc 2 ; 


/v 
sửtAM' =-œ+ k2n,k c 2. 


Vậy phương trình cos x = z có các nghiệm là 


x = ‡z + k21m, k c Z. 
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CHÚ Ý 
a) Phương trình cos x = cos ø, với ø là một số cho trước, có các 
nghiệm là 
x=‡+ơz+k2n, ke Z. 
Tổng quát, cos ƒ(x) = cosø(x) © ƒ(x) = ‡+g(v) + k2m,k e Z. 
b) Phương trình cos x = cos đ Ÿ có các nghiệm là 
x=+/"+k360”, k e Z. 
c) Nếu số thực ø thoả mãn các điều kiện 
0<zé£ 

Ne =a 

thì ta viết œ = arccosz (đọc là ac-côsin-z, có nghĩa là cung có 


côsin bằng z). Khi đó, các nghiệm của phương trình cos x = ø 
còn được viết là 


x=+#+arccosa + k21m, kc Z2. 
d) Các trường hợp đặc biệt : 
®= I: Phương trình cosx = I có các nghiệm là 
x=k2n,k c Z2. 
®=-—l : Phương trình cosx = —l có các nghiệm là 
x=7t+ k2rn,k c Z2. 


® =0: Phương trình cos x = 0 có các nghiệm là 


x= “+Èn,ke 2. 
2 


Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 


a) COSX= tò : b) cos 3x = _2 : 
6 2 
€) COSxX= B : đ) cos (x + 60) = * 
3 2 
Giải 


a) COSX= c0SC <©>x=#+# 5 + k21q,k c Z. 


b) Vì K... = duếc” nên 
2 4 


cos 3x = _ <S© cOS3x = các ©3x=+d+ Sửu + k2m 
2 4 4 
St T di ve le J5 
4 3 


C) COSX= 3 £S X= # arecos 2 +k2n,kec 2 ; 
đ) Vì : = cos 45” nên 


cos(x + 609) = © cos (x + 60) = cos45” © x + 60Ÿ = + 45” + k3607 
= -15° + #3600 
: b Œ&eZ). 8 


x =-105° + k360° 


4 
®a các phương trình sau : 
v3 


1 2 
a) cOSx=—— ; b) cosx=< ; c) cos(x+309)=——. 
) cOSX 2 ) 3 ) cos( ) 5 


3. Phương trình tan x = ø 
Điều kiện của phương trình là x # n + km (k e Z2). 
Căn cứ vào đồ thị hàm số y = tan x, ta thấy với mỗi số z, đồ thị hàm số y = tan x 


cắt đường thẳng y = z tại các điểm có hoành độ sai khác nhau một bội của 
(h.16). y 


Hình 16 
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Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình tanx = đ. 


m.— " mẽ... 7 
Gọi x¡ là hoành độ giao điểm (tan xị = ) thoả mãn điều kiện K. <i < - 


Kí hiệu xị = arctan ø (đọc là ac-tang-ø, nghĩa là cung có tang bằng ø). Khi đó, 
nghiệm của phương trình tan x = ø là 


x = arctana + k7, k e Z2. 


a) Phương trình tan x = tan ø, với z là một số cho trước, có các 
nghiệm là 


CHỦ 


x=ơ+kn,kc Z2. 
Tổng quát, tan ƒ(x) = tanø(x) => ƒ(v) = ø(v) + km, ke Z. 


b) Phương trình tan x = tan đØ ” có các nghiệm là 
x=”+k180”,k e Z. 


Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 

a) tanx = tàn : b) tan2v==2 : €) tan (3x + 159 =x3. 
Giải 

a) tần x =tan <©>x= : + kí, k c Z2. 


b) tan 2x = sŠ © 2v = arctfan [-s] + k1 


O 


c) Vì 43 = tan 60° nên tan(3x + 159) = 4/3 <© tan(3x + 15) = tan 60 
©> 3x + 15” = 60° + k180°<> 3x = 45” + k180” 
©x=15°+k60°,kc Z. 8 


5 
tu các phương trình sau : 


a)tanx= l1; b) tanx =-—] ; c) tan x = 0. 
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4. Phương trình cot x = ø 


Điều kiện của phương trình là x # k#, k e Z. 

Căn cứ vào đồ thị hàm số y = cot x, ta thấy với mỗi số z, đường thẳng 
y= z cắt đồ thị hàm số y = cot x tại các điểm có hoành độ sai khác nhau 
một bội của 7r (h.L7). 


Hình I7 


Hoành độ của mỗi giao điểm là một nghiệm của phương trình cotx = đ. 
Gọi xị là hoành độ giao điểm (cotx¡ = đ) thoả mãn điều kiện 0 < xị < m.. 
Kí hiệu xị = arccot ø (đọc là ac-côtang-z, nghĩa là cung có côtang bằng 2). 


Khi đó, các nghiệm của phương trình cot+x = ø là 
X = arccota + kí, k e Z. 


CHÚ Ý 
a) Phương trình cot x = cot ø, với ø là một số cho trước, có các 
nghiệm là 


x=ơ+kmn,kc Z2. 
Tổng quát, cot ƒ(x) = cotø(x) => ƒ(v) = ø(v) + km, ke Z. 


b) Phương trình cotx = cot /đ có các nghiệm là 
x=/”+k180”, ke Z. 
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Ví dụ 4. Giải các phương trình sau : 
a) cot 4x = cot - : 
7 
b) cot 3x = -2 ; 
1 
e) cot(2x - 10) = —=. 
v3 
Giải 
21m 21m 7 7 
a) cot4x= cot— << 4x= — +k<©©x= —+k—, ke Z. 
7 7 14 4 
b) cot 3x = -2 <© 3x = arccoft(-2) + k7 


©<x= : arccot(~2) + k., ke Z. 


c) Vì nà = cot 607 nên 


Nc 


cot(2x - 107) = © cot(2x — 10) = cot607 


TL 
XI. 
<©>2+x - 107 = 60 + k180” 


©x=35°+k90,kc Z. M8 


6 
đu các phương trình sau : 


a) cotx= 1; b) cotx=-—I ; ©) cot+x = 0. 
GHI NHỚ 
Mỗi phương trình 


sinx = ¿ (lai < 1) ; cosx = a (lal < 1) ; tanx = đa; cotx = đ 
có vô số nghiệm. 


Giải các phương trình trên là £ừn rất cả các nghiệm của chúng. 
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BÀI ĐỌC THÊM 


GIẢI PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC CƠ BẢN 
BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI 


Có thể sử dụng máy tính bỏ túi (MTBT) để giải các phương trình lượng giác cơ 
bản. Tuy nhiên, đối với phương trình sin x = z máy chỉ cho kết quả là arcsin z với 
đơn vị là radian hoặc đã được đổi ra độ. Lúc đó, theo công thức nghiệm ta viết 
các nghiệm là 


x=arcsina + k27m, ke Z 
và X=7-"— arcsina + k2mw, ke Z. 
Tương tự, đối với phương trình cos x = z máy chỉ cho kết quả là arccos z, đối với 
phương trình tan x = z máy chỉ cho kết quả là arctan a. 
Ví dụ. Dùng MTBT CASIO fx - 500 MS, giải các phương trình sau : 
a) sinx=0,5 ; b) 03x= =2 l c) tanx = V3. 


Giải 
MODE 


a) Nếu muốn có đáp số bằng độ thì bấm ba lần phím rồi bấm phím để 
màn hình hiện ra chữ D. Sau đó bấm liên tiếp 
SHIFT 


l5 ) 
Dòng thứ nhất trên màn hình hiện ra sin ! 0.5 (có nghĩa là arcsin 0,5) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 30°0”0 (arcsin 0,5 đã được đổi ra độ). 
Vậy phương trình sinx=0,5 có các nghiệm là 


x=30° +k360”, keZ 
và x= 180” - 307 + k360” = 150” + 360”, ke Z. 


b) Bấm liên tiếp 


EBEŒœ(eœae=ame=a=m 


Dòng thứ nhất trên màn hình là cos ' — (1 3) (có nghĩa là accos[~3 ) và kết quả 


ở dòng thứ hai là 109P28'16.3" (aeeos| =3] đã được đổi ra độ). 


cẮ 
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Vậy phương trình cosx = =a có các nghiệm là x x + 109°28'16" + #360”, ke Z. 


SHIFT 


c) Bấm liên tiếp () (EM (E8 (69) (E8) (8) 
dòng thứ nhất trên màn hình là tan !/3 (có nghĩa là arctanA/3) và kết quả ở 
dòng thứ hai là 6000 (arctan./3 đã được đổi ra độ). 


Vậy phương trình tan x = ch) có các nghiệm là x = 607 + “180”, ke Z. 8 


CHÚ Ý 
a) Để giải phương trình sinx=0,5 với kết quả là radian, ta bấm ba 
MODE 


lần phím rồi bấm phím 2 J màn hình hiện ra chữ R. 


SHIFT 
Sau đó, bấm liên tiếp B(@ED(@Đ(mœm 
ta được kết quả gần đúng là 0,5236 (arcsin 0,5 x 0,5236). 
Vậy phương trình sinx=0,5 có các nghiệm là 
xx0,5236 +k2n, keZ 
và xx7-— 0,5236 + k2n, ke Z2. 
b) Để giải phương trình cotx=ø¿ bằng MTBT, ta đưa về giải phương 


1 
trình tanx=—. 
a 


Bỏi tập 
Giải các phương trình sau : 
A) sinGx + 2)= S ¡ b) sn3x= l; 
c) ¬= đ) sin (2x + 20) = _13. 
SN. 2 


Với những giá trị nào của x thì giá trị của các hàm số y = sin 3x và y = sinx 
bằng nhau ? 
Giải các phương trình sau : 


a) coS (x— l)= : : b) cos 3x = cos 5: 


e)eo|SŠ — :] = = : đ) cos ?2y = n 
2 4 2 4 


SN, : 2coS2x 
Giải phương trình ——————— = 
— sIn2# 

Giải các phương trình sau : 


a) tan(x — 155) = : b) cot(3x — 1)=-+43 : 
c) cos 2x tanx = 0; đ) sin3x cotx = 0. 
Với những giá trị nào của x thì giá trị của các hàm số y = E — +] và 


y = tan2x bằng nhau ? 
Giải các phương trình sau : 
a) sin 3x — cos 5x =Ú; b) tan 3x tan x = 1. 


MỘT SỐ PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


& -. THƯỜNG GẶP 


I- PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT ĐỐI VỚI MỘT HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


1. 


Định nghĩa 


Phương trình bậc nhất đối với một hàm số lượng giác là 
phương trình có dạng 
aí+b=0, (Œ) 
trong đó z, b là các hằng số (z # 0) và là một trong các hàm 
số lượng giác. 
Ví dụ I 
a) 2sinx — 3 = 0 là phương trình bậc nhất đối với sin +. 


b) 43tanx + 1 =0 là phương trình bậc nhất đối với tan x. 


1 
R các phương trình trong Ví dụ 1. 
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Cách giải 
Chuyển vế rồi chia hai vế của phương trình (1) cho z, ta đưa phương trình (1) 
về phương trình lượng giác cơ bản. 


Ví dụ 2. Giải các phương trình sau : 

a) 3cosx + 5 =0; b) 43 cotx — 3 =0. 
Giải 

a) Từ 3cos x + 5 = 0, chuyển vế ta có 


3cosx=_— 5. (2) 


Chia hai vế của phương trình (2) cho 3, ta được cosx =— s 


Vì -Š < —I nên phương trình đã cho vô nghiệm. 


b) Từ 3 cotx — 3 = 0, chuyển vế ta có 
3 cotx =3. @) 
Chia hai vế của phương trình (3) cho 3, ta được cot+x = 13. 


Vì v3 = co nên cotx = V3 © cotx = cotC © x =7 +Ên,ke 2.8 


Phương trình đưa về phương trình bậc nhất đối với một hàm số 
lượng giác 


Ví dụ 3. Giải các phương trình sau : 


a) 5cos x — 2sin 2x =0; (4) 

b) 8sinx cosx cos 2x = —]. (5) 

Giải 

a) Ta có 5cos x — 2sin 2x = 0 < 5cos x — 4sinx cos x = 0 © cos x(5 — 4sIn x) = 0 
cos x = 0 
b — 4sinx = 0. 


*c0Sx= Ú @ X= 2 + ẤN, É€ 2. 


®5— 4sinx=0 © 4sinx = 5 © sinx = —, vì — > I nên phương trình này 


+>ị[ ta 
[ta 


vô nghiệm. 
Vậy phương trình (4) có các nghiệm là x = : + km, ke 2Z. 


b) Ta có 


8sIn xcos xcos 2x = —l <> 4sin2xcos2x = —l < 2sin4x =—I 


l3 Sệ HHƠN, la cá 
{sin4x= —~ < SE ZứựcZ). m 
4Ax=—+k2n x=__.+Ê_ 
7M) 


II- PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI ĐỐI VỚI MỘT HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 


1. Định nghĩa 
Phương trình bậc hai đối với một hàm số lượng giác là phương 
trình có dạng 
ai? +Dr+ec=0, 


trong đó ø, b, c là các hằng số (ø # 0) và r là một trong các 
hàm số lượng giác. 


Ví dụ 4 
a) 2sin ˆy + 3sinx— 2 =0 là phương trình bậc hai đối với sinx. 


b) 3cotˆx— 5cotx— 7=0 là phương trình bậc hai đối với cot x. 


# 2 
Giải các phương trình sau : 


a) 3cos “x — 5cosx + 2 =0 h 
b)3tan” x—23 tan x+3=0. 
2. Cách giải 
Đặt biểu thức lượng giác làm ẩn phụ và đặt điều kiện cho ẩn phụ (nếu có) 


rồi giải phương trình theo ẩn phụ này. Cuối cùng, ta đưa về việc giải các 
phương trình lượng giác cơ bản. 
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Ví dụ 5. Giải phương trình 


_.. "- 
2sin Ssb:\ 0 :8Ì 1 1A5 2 2= fj, 
2 2 


.. .s. ".... 
Giải. Đặt SE = r với điều kiện 


-l</<l1 c7, 
ta được phương trình bậc hai theo / 
2/?+xl2:—2 =0. () 
Phương trình (1) có hai nghiệm í = -A2 và Í2 = : nhưng chỉ có 
2 ¬ h : 
í+ =—— thoả mãn điều kiện (*). Vậy ta có 
X % 7 
Sin— = —— <© sin— = sin— 
2 
~“=~+k2n x=—+kÁn 
c2 : = š Œ&cZ). M 
H bằ x=— +k4n 


3. Phương trình đưa về dạng phương trình bậc hai đối với một 
hàm số lượng giác 


R 
Hãy nhắc lại : 


a) Các hằng đẳng thức lượng giác cơ bản ; 

b) Công thức cộng ; 

c) Công thức nhân đôi ; 

d) Công thức biến đổi tích thành tổng và tổng thành tích. 


Có nhiều phương trình lượng giác mà khi giải có thể đưa về phương trình 
bậc hai đối với một hàm số lượng giác. Sau đây là một số ví dụ. 
Ví dụ 6. Giải phương trình 
6cos ^x + 5sinx - 2 = 0. (2) 
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Giải. Biến đổi cos”x = 1 ~ sin +, ta đưa phương trình (2) về dạng 


- 6sinˆx + 5sinx + 4 = 0. 


Đặt sinx = / với điều kiện —l < £ < 1, ta được phương trình bậc hai theo 


`... 


3) 


Phương trình (3) có hai nghiệm ứ¡ = š Và f2 = =5 nhưng chỉ có í› = =s 


thoả mãn điều kiện. Vậy ta có 


: 1 : : [ 3 
Sinx =—— <© sinx =sin| —-— 
2 6 


Ví dụ 7. Giải phương trình 
!3tanx 6cotx + 2.3 —=3=0. 


Giải. Điều kiện của phương trình (4) là cos x # 0 và sinx # 0. 


Vì cotx = : nên phương trình (4) có thể viết dưới dạng 
tan x 
dồbnW 2 432 V5 =4 c Ủ, 
tan x 
hay M3 tanˆx + (2x3 - 3)(anx- 6=0. 


Đặt tan x = /, ta được phương trình bậc hai theo ứ 
3ˆ + (23 -3):—6 =0. 


Phương trình (5) có hai nghiệm : /¡ =3, rạ = —2. 


(4) 


(@) 


»u : TU 1 
Với í = X3 ta có tanx= 3 © BH" CN Tớ +kmn,k c Z. 
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Với í› = -2 ta có tanx = -2 © +x = arctan(-2) + kí, k e Z2. 
Các giá trị này đều thoả mãn điều kiện nêu trên nên chúng là các nghiệm 
của phương trình (4). 


4 
R, phương trình 3cos 6x + 8sin 3x cos 3x — 4 =0. 
Ví dụ 8. Giải phương trình 
2sin 2Ò — 5SINX COS x — COS 2Ò =—2. (6) 


Giởi. Trước hết, ta thấy nếu cos x = 0 thì phương trình (6) có vế trái bằng 2, còn 
vế phải bằng -2, nên cos x = 0 không thoả mãn phương trình (6). Vậy cos x # 0. 


` ^ + » ^~Z + ` ® 
Vì cos x # 0Ö nên chia hai vế của phương trình (6) cho cos ˆ x, ta được 


2tan2x — 5tanx—- l=_— 


© 2tanˆx— 5tanx— 1 =~2(1 + tan“x). 
COS X 


Ta đưa được phương trình (6) về phương trình bậc hai theo tan +x 


4tan2x — 5tanx+lI=0 


tanx = l 

<= 1 
tan x = —. 

4 


* tạnx =1 €@x= 7 +Ăm,k€ 2. 


*® tanx= _ <©>x= TƯ + kíạt,k 6 Z. 
4 4 
Vậy phương trình (6) có các nghiệm là 
x>.— wlt 
4 
` 1 
và 1= k2] + kxm(kc Z). 8 


34 


II - PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT ĐỐI VỚI sinx VÀ cosx 


1. Công thức biến đổi biểu thức asin x + bcosx 


* 5 

Dựa vào các công thức cộng đã học : 
sim (ø + 5) = sinacos 5 + sin 5cOs đ ; cos ( + 5) = cos acos Ð — sin asm ñ ; 
sin (đ — b) = sin acos Ð — sin bcOs đ ; cos (# — b) = cos øcos ð + sin 2sin 5 


và kết quả cos“=sin= -x2 , hãy chứng minh rằng : 
4 4 2 
: 1 : : 1 
a) SInNx + COSx =  ) : b) sinx — cOSx = Ý2sn| x~=] : 


Trong trường hợp tổng quát, với a”+b“ #0, ta có 


asinx + beosx =\a7 +?? men moi 
N +Ð? Na +? 


ạ : b " 
Vì | + | = l nên có một góc ø sao cho 


a7 +2 Na? +2 


= COS Ø, 


SINx + 


= SIn Ø. 


b) b 
\aˆ + b2 Na? +b 


Khi đó asinx + bcosx = X47 + ĐỂ (sin xcosø + cos xsin ø) 


= Naˆ + bŸ sin(x + ø). 


Vậy ta có công thức sau 


asinx + bcosx= 4ˆ + bŸ sin(x + ø), () 


VỚI COS @ = Và sin ø = 


b) b 
Na +2 Na +b2 | 


2. Phương trình dạng øsin x + Ð cos x = c 


Xét phương trình asinx + ĐcOSxX = c, (2) 
với a, b, c e TR ;a, b không đồng thời bằng 0 (4ˆ + bˆ # 0). 
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Nếu z = 0, b # 0O hoặc z # 0, b = 0, phương trình (2) có thể đưa ngay về 
phương trình lượng giác cơ bản. Nếu øz #0, b #0, ta áp dụng công thức (1). 


Ví dụ 9. Giải phương trình 
sinx + 4⁄3 cosx = Ì. 


Giải. Theo công thức (1) ta có 
sin x + V3cosx = 41+ (3) sin(x + ø) = 2sin(x + ø), 


N ⁄ TAY 


trong đó cos  = ¬ sin ø =S.. Từ đó lấy øz = n thì ta có 


sinx + 43cosx = 2s a + Ì: 
Khi đó 


sinx + 43cosx= l <© 2sn[x+5) =l<© sn[x+5) =5 


: [ ) - TT 
<> SsIn| xX+ —| =sin— 
3 6 
x+=—+En x=_- “+ k2n 
6 6 


<< << 
x+~=n- +k2n |x=  +k2n(keZ). 8 
3 6 2 


# 6 
Giải phương trình ^/3sin3x— cos3x = 2. 
Bòi tộp 
1. Giải phương trình 
H2 : 
sin “* — sinx = 0. 


2. Giải các phương trình sau : 


a) 2cos“x — 3cosx+l=0; b) 2sin2x + J2 sin4+x = 0. 


3ó 


Giải các phương trình sau : 


A)sin” = ~2cos> + 2 = 0 : b) §cos2x + 2sinx — 7 =0; 


c) 2tanˆx + 3tan x + 1=0; đ) tan x - 2cotx + 1=0. 
Giải các phương trình sau : 
a) 2sin 2Ò + SINX COSX — 3cos7x =0; 


¬- : 2 

b) 3sin “x— 4sIn x cos x + 5cOs“x = 2 ; 
¬- : 2 1 

€) sin“x + sin 2x — 2cos MS 


đ) 2cos”x— 34/3 sin 2x — 4sinx=—4. 
Giải các phương trình sau : 
a) COS X — \3sinx = V2 : b) 3sin3x - 4cos 3x = 5Š ; 
c) 2sinx + 2cosx~— V2 =0; đ) 5cos 2x + 12sin2x — 13 = 0. 


Giải các phương trình sau : 


a) tan(2x + l)tan(3x - Ï) = l ; b) tanx + ta + + ] = ]. 


` 


BÀI ĐỌC THÊM 


BẤT PHƯƠNG TRÌNH LƯỢNG GIÁC 


Ta chỉ xét các bất phương trình lượng giác cơ bản. Đó là những bất phương trình 
dạng sin x > z (hoặc sinx > z, sinx < ø, sinx < ø), trong đó z là một số thực tuỳ ý. 
Ta cũng xét những bất phương trình tương tự đối với các hàm số cos x, tan x, cot +. 


I- BẤT PHƯƠNG TRÌNH sin x > z 

Nếu z > 1 thì bất phương trình sin x > z vô nghiệm, vì sin x < 1 với mọi +. 

Nếu z < —I thì mọi số thực x đều là nghiệm của bất phương trình sin x > z, vì sinx > —1 
với mọi +. 
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Ta xét trường hợp —1 < z < 1 thông qua ví dụ sau. 
Ví dụ 1. Giải bất phương trình 


8/ 
sinx> ——. 1 
D () 


Giải. Vẽ đường tròn lượng giác tâm ÓO. 
Trên trục sin lấy điểm K sao cho 


J2 


ØK =À” (h.18). 
) 


Kể từ K đường thẳng vuông góc với trục 
sin, cắt đường tròn tại hai điểm Mí và M'. 


h4 (“% “ 2 ~ 
Rõ ràng, nếu cung Ai có số đo thoả mãn 
bất phương trình (1) thì D phải nằm trên 


cung M⁄BM' và ngược lại. 


Hình I8 


J@ 7 
DAI GH E010 Tẹ Tụ RIETMPENS ĐC VC 


đề 37m 


sđ AM: NT 2Ô 2. 


> 


: : : 
Vậy nghiệm của bất phương trình sin x > - là 
T+2n<x << +k2n,ke Z. M 


Chú ý. Điểm cuối của cung có số đo là nghiệm của bất phương trình sin x < ¬ 


phải nằm trên cung #⁄'B'M và ngược lại (h.18). Khi đó, nghiệm của bất phương 
trình là 


ái, + k2n < x< H) + k2mn 
4 4 
hay < +iỚn Su << +iÖn (ke Z). 


II- BẤT PHƯƠNG TRÌNH cos x < z 
Nếu ø < —1 thì bất phương trình cos x < z vô nghiệm. 
Nếu z > I thì mọi số thực x đều là nghiệm của bất phương trình cos x < 4. 


Ta xét trường hợp —l < z < 1 thông qua ví dụ sau đây. 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình 
2 
COSX < — * (2) 
2 
Giải. Trên trục côsin lấy điểm H có hoành 
2 kà ^ ` 2 ^ 
độ là _ Kẻ từ H đường thẳng vuông 


góc với trục côsin, cắt đường tròn lượng 
giác tại hai điểm ẤM và M' (h.19). 


“ “À vã 2 ~ 
Rõ ràng, nếu cung AE có số đo thoả mãn 
bất phương trình (2) thì E phải nằm trên 
cung ⁄4A'Mí'` và ngược lại. Vậy nghiệm 
của bất phương trình đã cho là 


— +iÐn<x< viên, ke Z E8 Hình 19 


Chú ý. Bất phương trình cosx > ¬ có nghiệm là 
T + k2Tt < x< (Z+zz] + k2m 
4 4 

hay T +i2n<x< CT” +i2n,ke 2. 


II BẤT PHƯƠNG TRÌNH tan +x > z 
Với mọi số thực z, bất phương trình tan x > z luôn có nghiệm. 
Ta xét ví dụ sau đây. 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình 


tanx> I1. (3) 


Giải. Lấy trên trục tang điểm ¡ sao cho AI eĩ: 
Nối Ø1 cắt đường tròn lượng giác tại M và M7 


(h.20). Nếu cung 4# có số đo thoả mãn bất 
phương trình (3) th thì điểm E n È phải nằm trên một 


trong hai cung MB và M'B' và ngược lại. 
Vậy nghiệm của bất phương trình (3) là 


2 tẮnx< 2 +Ắn(R€ Z). 8 Hình 20 
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Chú ý. Nghiệm của bất phương trình tan x < 1 là 


TC +n<x< ^ + km, k c6 Z. 
2 4 


IV - BẤT PHƯƠNG TRÌNH cotx < z 

Với mọi số thực ø, bất phương trình cot x < ø 
đều có nghiệm. 

Ta xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ 4. Giải bất phương trình 


côtang 


CcOftx <€ = (4) 


Giải. Lấy điểm J trên trục côtang sao cho 


—=_ Ì : : 
BJ Bo Nối /@ cắt đường tròn lượng giác tại 


: M3 R Hình 21 
hai điểm M và M' (h.21). 


“ » “ 2 ~ ^⁄, ` ` vẻ 2» > L` ^ 
Nếu cung AƑ có số đo thoả mãn bất phương trình (4) thì điểm # phải năm trên một 


trong hai cùng MA` vàM'A và ngược lại. 
Vậy nghiệm của bất phương trình (4) là 


2 Âm x<n+Én, ke Z. M 


: 1 
Chú ý. Nghiệm của bất phương trình cot x >— là 


v3 


km<x< 2 +Âm, ke 2. 


Ôn tập chương I 
a) Hàm số y = cos 3x có phải là hàm số chắn không ? Tại sao ? 
b) Hàm số y = t| + + ;] có phải là hàm số lẻ không ? Tại sao ? 
Căn cứ vào đồ thị hàm số y = sinx, tìm những giá trị của x trên đoạn 
= : 2m để hàm số đó : 


a) Nhận giá trị bằng -] ; b) Nhận giá trị âm. 


Tìm giá trị lớn nhất của các hàm số sau : 


a) y=J2d+cosx) +1; b) y= Sn|x— =] m: 


Giải các phương trình sau : 


: z Vi 1 
GÓP 298102 Si c b) sin ly 
c)cot2 Š = _ ` d) HT + 12x) = Su, 
s2 12 
Giải các phương trình sau : 
a) 2cos x— 3cosx + l =0; b) 25sin + + 15sin2x + 9cos”x= 25 ; 
c) 2sinx +cosx= l; đ) sinx + l,5 cotx = 0. 


Bỏi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng : 


Phương trình cos x = sinx có số nghiệm thuộc đoạn [- 7Ø ; r6] là : 


(A)2; (B)4; (C) 5; (D) 6. 
Phương trình SH tan2x có số nghiệm thuộc khoảng lo : ;] là: 
coS2* 2 
(A)2; (B) 3; (C) 4; (D) 5. 


si » ^⁄ » u ^ L4 Đ) ` 
Nghiệm dương nhỏ nhất của phương trình sinx + sin2x = cosx + 2cos“x là : 


UP cố: T H 
là (B) N, (C) TP (D) - 


Nghiệm âm lớn nhất của phương trình 2tan” v + 5tanx + 3 = 0 là : 


T- =. “x _ 5t 
(A) =.. Œ) Th (C) sẽ (D) s. 


10. Phương trình 2tan x — 2cot x — 3 = 0 có số nghiệm thuộc khoảng [-2 : *] là : 


(A)1; (B)2; (©) 3; (D) 4. 
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TỔ HỰP-XE BUẤT 


Chương h TẾ HỤP-XE SUỐT 


Chương này cung cấp những kiến thức cơ bản nhất về Đại số tổ hợp và Lí thuyết 
xác suất. 

Phần thứ nhất bao gồm quy tắc cộng và quy tắc nhân, các khái niệm, các công 
thức về hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp. Các bài toán này thường gặp trong Toán ứng 
dụng. Ngoài ra, công thức khai triển nhị thức Niu-tơn và các áp dụng của nó cũng 
được trình bày. 

Phần tiếp theo cung cấp những khái niệm mở đầu và các công thức đơn giản nhất 
của Lí thuyết xác suất, một lĩnh vực quan trọng của Toán học, có nhiều ứng dụng 
thục tế. 


$⁄ QUY TẮC ĐẾM 


Trong Đại số tổ hợp, có nhiều tập hợp hữu hạn mà ta không dễ dàng xác 
định được số phần tử của chúng. Để đếm số phần tử của các tập hợp hữu 
hạn đó, cũng như để xây dựng các công thức trong Đại số tổ hợp, người ta 
thường sử dụng quy tắc cộng và quy tắc nhân. 

Số phần tử của tập hợp hữu hạn A được kí hiệu là (4). Người ta 

cũng dùng kí hiệu |4| để chỉ số phần tử của tập A. Chẳng hạn : 

a) Nếu A = {a, b, c} thì số phần tử của tập hợp A là 3, ta viết 

n(A) = 3 hay |A| = 3. 

b)Nếu A={I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, 

B={2,4,6, 8} (tập hợp các số chắn của A), 

thì AVXB= {I, 3, 5, 7, 9}. 

— Số phần tử của tập hợp A là ø(A) = 9. 

— Số phần tử của tập hợp 8 là n(B) = 4. 

- Số phần tử của tập hợp A \# là ø(A \B) = 5. 


QUY TẮC CỘNG 


Ví dụ I. Trong một hộp chứa 

sáu quả cầu trắng được đánh ụ hi x 

số từ 1 đến 6 và ba quả cầu đen C) () @) (4) (2) (5) 
được đánh số 7, 8, 9 (h.22). Có 

bao nhiêu cách chọn một trong 

các quả cầu ấy ? Hình 22 

Giải. Vì các quả cầu trắng hoặc đen đều được đánh số phân biệt nên mỗi 
lần lấy ra một quả cầu bất kì là một lần chọn. Nếu chọn quả trắng thì có 6 
cách chọn, còn nếu chọn quả đen thì có 3 cách. 

Do đó, số cách chọn một trong các quả cầu là 6 + 3 = 9 (cách). 8 
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QUY TẮC 


Một công việc được hoàn thành bởi một trong hai hành 
động. Nếu hành động này có ” cách thực hiện, hành động 


kia có ø cách thực hiện không trùng với bất kì cách nào của 
hành động thứ nhất thì công việc đó có zn + cách thực hiện. 


1 

Trong Ví dụ 1, kí hiệu A là tập hợp các quả cầu trắng, B là tập hợp các quả cầu 
đen. Nêu mối quan hệ giữa số cách chọn một quả cầu và số các phần tử của hai 
tập A, Ö. 


Quy tắc cộng được phát biểu ở trên thực chất là quy tác đếm số phần tử của 
hợp hai tập hợp hữu hạn không giao nhau, được phát biểu như sau : 


Nếu A và B là các tập hợp hữu hạn không giao nhau, thì 
n(A © B) = n(A) + n(B). 
CHÚ Ý 
Quy tắc cộng có thể mở rộng cho nhiều hành động. 
Ví dụ 2. Có bao nhiêu hình vuông trong Hình 23 ? 
Giới. Rõ ràng, chỉ có thể có các hình 
vuông cạnh I cm và 2 cm. Kí hiệu A là 


tập hợp các hình vuông có cạnh l cm và B 
là tập hợp các hình vuông có cạnh 2 cm. Hình 23 

Vì A¬B=fØ,AU 8 là tập hợp các hình vuông trong Hình 23 và (4) = 10, 
n(B) = 4 nên n(A ©) B) = m(A) + n(B) = 10+ 4= 14. 

Vậy có tất cả 14 hình vuông. 8 


II- QUY TẮC NHÂN 2 a2 
Ví dụ 3. Bạn Hoàng có hai áo màu khác nhau và 3 a3 
ba quần kiểu khác nhau. Hỏi Hoàng có bao nhiêu 
cách chọn một bộ quần áo ? lL b1 
Giải. Hai áo được ghi chữ a và b, ba quần b 
được đánh số I, 2, 3. - 
Để chọn một bộ quần áo, ta phải thực hiện liên 3 8 
tiếp hai hành động : 
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Hành động ï — chọn áo. Có hai cách chọn (chọn a hoặc b). Hình 24 


Hành động 2 — chọn quần. Úng với mỗi cách chọn áo có ba cách chọn quần 
(chọn 1, hoặc 2, hoặc 3). 
Kết quả ta có các bộ quần áo như sau : Z1, 22, 3, b1, b2, b3 (h.24). 
Vậy số cách chọn một bộ quần áo là 2. 3 = 6 (cách). 
Tổng quát, ta có guy fắc nhân sau đây. 
QUY TẮC 


Một công việc được hoàn thành bởi hai hành động liên tiếp. 
Nếu có cách thực hiện hành động thứ nhất và ứng với 


mỗi cách đó có ø cách thực hiện hành động thứ hai thì có 
m.n cách hoàn thành công việc. 


2 
mu thành phố A đến thành phố Ö có ba 
con đường, từ ö đến € có bốn con 
đường (h.25). Hỏi có bao nhiêu cách đi 4 B Ẻ 


từ A đến ŒC, qua B ? 
Hình 25 


CHÚ Ý 
Quy tắc nhân có thể mở rộng cho nhiều hành động liên tiếp. 

Ví dụ 4. Có bao nhiêu số điện thoại gồm : 
a) Sáu chữ số bất kì ? 
b) Sáu chữ số lẻ ? 
Giải 
a) Vì mỗi số điện thoại là một dãy gồm sáu chữ số nên để lập một số điện 
thoại, ta cần thực hiện sáu hành động lựa chọn liên tiếp các chữ số đó từ 10 
chữ số 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Có 10 cách chọn chữ số đầu tiên. 
Tương tự, có 10 cách chọn chữ số thứ hai ; 


Có 10 cách chọn chữ số thứ sáu. 
Vậy theo quy tắc nhân, số các số điện thoại gồm sáu chữ số là 


10.10. .... .10 = 10 = 1 000 000 (số). 
" ————————— 


6 thừa số 
b) Tương tự, số các số điện thoại gồm sáu chữ số lẻ là 5° = 15 625 (số). 8 
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Bòi tập 


Từ các chữ số 1, 2, 3, 4 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên gồm : 

a) Một chữ số ? b) Hai chữ số ? c) Hai chữ số khác nhau ? 

Từ các chữ số 1, 2, 3, 4, 5, 6 có thể lập được bao nhiêu số tự nhiên bé hơn 100 ? 
Các thành phố A, B, Œ, D được nối với nhau bởi các con đường như Hình 26. 
Hỏi : 

a) Có bao nhiêu cách đi từ A đến D mà qua Ö và C chỉ một lần ? 

b) Có bao nhiêu cách đi từ A đến Ð rồi quay lại A ? 


A B lôi D 
Hình 26 


Có ba kiểu mặt đồng hồ đeo tay (vuông, tròn, elip) và bốn kiểu dây (kim 
loại, da, vải và nhựa). Hỏi có bao nhiêu cách chọn một chiếc đồng hồ gồm 
một mặt và một dây ? 


$2 HOÁN VỊ - CHỈNH HỢP - TỔ HỢP 


I- HOÁN VỊ 


1. 
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Định nghĩa 


Ví dụ 1. Trong một trận bóng đá, sau hai hiệp phụ hai đội vẫn hoà nên phải 
thực hiện đá luân lưu 11 m. Một đội đã chọn được năm cầu thủ để thực 
hiện đá năm quả 11 m. Hãy nêu ba cách sắp xếp đá phạt. 

Giải. Để xác định, ta giả thiết tên của năm cầu thủ được chọn là A, B, C, 
D, E. Đề tổ chức đá luân lưu, huấn luyện viên cần phân công người đá thứ 
nhất, thứ hai, ... và kết quả phân công là một danh sách có thứ tự gồm tên 
của năm cầu thủ. Chẳng hạn, nếu viết DEACB nghĩa là D đá quả thứ nhất, 
E đá quả thứ hai, ... và B đá quả cuối cùng. 


Có thể nêu ba cách tổ chức đá luân lưu như sau : 

Cách 1 : ABCDE. 

Cách 2 : ACBDE. 

Cách 3 : CABED. 8 

Mỗi kết quả của việc sắp thứ tự tên của năm cầu thủ đã chọn được gọi là 
một hoán vị tên của năm cầu thủ. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho tập hợp A gồm ø phần tử (z > I). 


Mỗi kết quả của sự sắp xếp thứ tự ø phần tử của tập hợp A 
được gọi là một hoán vị của nñ phần tử đó. 


1 
Ñ\„ liệt kê tất cả các số gồm ba chữ số khác nhau từ các chữ số 1, 2, 3. 


NHẬN XÉT 


Hai hoán vị của ø¡ phần tử chỉ khác nhau ở thứ tự sắp xếp. 


Chẳng hạn, hai hoán vị abe và acb của ba phần tử z, b, c là 
khác nhau. 


2. Số các hoán vị 


Ví dụ 2. Có bao nhiêu cách sắp xếp bốn bạn An, Bình, Chi, Dung ngồi vào 
một bàn học gồm bốn chỗ ? 


Giải. Để đơn giản, ta viết A, B, C, D thay cho 
tên của bốn bạn và viết ACBD để mô tả cách |z|c|z|» 
xếp chỗ như Hình 27. 
a) Cách thứ nhất : Liệt kê. TP hư 
Các cách sắp xếp chỗ ngồi được liệt kê như sau : 
ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, 
BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDC^A, 
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA, 
DACĐB, DABC, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA. 
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Như vậy có 24 cách, mỗi cách cho ta một hoán vị tên của bốn bạn và 
ngược lại. 


b) Cách thứ hai : Dùng quy tắc nhân. 
— Có bốn cách chọn một trong bốn bạn để xếp vào chỗ thứ nhất. 
— Sau khi đã chọn một bạn, còn ba bạn nữa. Có ba cách chọn một bạn xếp vào 
chỗ thứ hai. 
— Sau khi đã chọn hai bạn rồi còn hai bạn nữa. Có hai cách chọn một bạn ngồi 
vào chỗ thứ ba. 
— Bạn còn lại được xếp vào chỗ thứ tư. 
Theo quy tắc nhân, ta có số cách xếp chỗ ngồi là 
4.3.2.1=24(cách).M 


Kí hiệu P„ là số các hoán vị của ø phần tử. Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Pạẹ = nín — ])... 2.1. 


Chứng minh. Để lập được mọi hoán vị của nø phần tử, ta tiến hành như sau : 
Chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất. Có ø cách. 


Sau khi chọn một phần tử cho vị trí thứ nhất, có ø — 1 cách chọn một phần 
tử cho vị trí thứ hai. 


Sau khi đã chọn ø — 2 phần tử cho ø — 2 vị trí đầu tiên, có hai cách chọn 
một trong hai phần tử còn lại để xếp vào vị trí thứ ø — 1. 
Phần tử còn lại sau cùng được xếp vào vị trí thứ 0. 


Như vậy, theo quy tắc nhân, có ø.(n — 1) ... 2.1 kết quả sắp xếp thứ tự 0 
phần tử đã cho. 


Vậy 
Pg=n(n_—]1)...2.1. M 


CHÚ Ý 
Kí hiệu ø (n — 1)... 2.I là ø†! (đọc là n giai thừa), ta có 
P,=ứl 


2 
Si giờ học môn Giáo dục quốc phòng, một tiểu đội học sinh gồm mười người 
được xếp thành một hàng dọc. Hỏi có bao nhiêu cách xếp 2? 


II - CHỈNH HỢP 
1. Định nghĩa 


Yí dụ 3. Một nhóm học tập có năm bạn A, B, C, D, E. Hãy kể ra vài cách phân 
công ba bạn làm trực nhật : một bạn quét nhà, một bạn lau bảng và một bạn 
sắp bàn ghế. 


Giải. Ta có bảng phân công sau đây. 


Quét nhà Lau bảng Sắp bàn ghế 
A lôi D 
A D lô 
lôi B E 


Mỗi cách phân công nêu trong bảng trên cho ta một chỉnh hợp chập 3 của 5. 
Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho tập hợp A gồm ø phần tử (» > I). 

Kết quả của việc lấy & phần tử khác nhau từ phần tử của tập 
hợp A và sắp xếp chúng theo một thứ tự nào đó được gọi là 
một chỉnh hợp chập k của n phần tử đã cho. 


3 
¡ mặt phẳng, cho bốn điểm phân biệt A, B, C, D. Liệt kê tất cả các vectơ khác 
vectơ - không mà điểm đầu và điểm cuối của chúng thuộc tập điểm đã cho. 
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Số các chỉnh hợp 


Trở lại Ví dụ 3, ngoài cách tính số cách phân công trực nhật bằng phương 
pháp liệt kê, ta còn có một cách khác là sử dụng quy tắc nhân. Để tạo nên 
mọi cách phân công, ta tiến hành như sau : 


- Chọn một bạn từ năm bạn để giao việc quét nhà. Có 5 cách. 


— Khi đã chọn một bạn quét nhà rồi, chọn tiếp một bạn từ bốn bạn còn lại 
để giao việc lau bảng. Có 4 cách. 


— Khi đã có các bạn quét nhà và lau bảng rồi, chọn một bạn từ ba bạn còn lại 
để giao việc sắp bàn ghế. Có 3 cách. 
Theo quy tắc nhân, số cách phân công trực nhật là 
5.4. 3 =60 (cách). 
Nói cách khác, ta có 60 chỉnh hợp chập 3 của 5 bạn. #8 


Kí hiệu AR là số các chính hợp chập & của ø phần tử (1 < & < 0). Ta có định lí 


AŠ = nự: —1)... (n"= k+ 1). 


Chứng mình. ĐỀ tạo nên mọi chỉnh hợp chập k của nø phần tử, ta tiến hành 
như sau : 


sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Chọn một trong ? phần tử đã cho xếp vào vị trí thứ nhất. Có ø cách. 
Khi đã có phần tử thứ nhất, chọn tiếp một trong ø — l phần tử còn lại xếp 
vào vị trí thứ hai. Có w — 1 cách. 


Sau khi đã chọn & — 1 phần tử rồi, chọn một trong ø — (k — 1) phần tử còn lại 
xếp vào vị trí thứ k. Có „ — k + I cách. 
Từ đó theo quy tắc nhân, ta được 


A# = nín - 1)...(n — k+1).M 
Ví dụ 4. Có bao nhiêu số tự nhiên gồm năm chữ số khác nhau được lập từ các 
chữ số 1, 2,..., 9 2 


Giải. Mỗi số tự nhiên có năm chữ số khác nhau được lập bằng cách lấy 
năm chữ số khác nhau từ chín chữ số đã cho và xếp chúng theo một thứ tự 


nhất định. Mỗi số như vậy được coi là một chỉnh hợp chập 5 của 9. Vậy số 
các số đó là 


A)=9.8.7.6.5= 15 120.B 
CHÚ Ý 
a) Với quy ước 0! = I1, ta có 


nÌ 
A# 


t= , {| <k<n. 
(n — k)! 


b) Mỗi hoán vị của ø phần tử cũng chính là một chỉnh hợp 
chập 7 của ø phần tử đó. Vì vậy 


II - TỔ HỢP 
1. Định nghĩa 


Ví đụ 5. Trên mặt phẳng, cho bốn điểm phân biệt A, 8, C, D sao cho không 
có ba điểm nào thẳng hàng. Hỏi có thể tạo nên bao nhiêu tam giác mà các 
đỉnh thuộc tập bốn điểm đã cho ? 


Giải. Mỗi tam giác ứng với một tập con gồm ba điểm từ tập đã cho. Vậy ta 
có bốn tam giác ABC, ABD, ACD, BCD. 8 


Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


CHỦ 


Giả sử tập A có ø0 phần tử (ø > 1). Mỗi tập con gồm k phần tử 
của A được gọi là một £ổ hợp chập k của n phần tử đã cho. 


Số k trong định nghĩa cần thoả mãn điều kiện l < & < ø. Tuy vậy, 
tập hợp không có phần tử nào là tập rỗng nên ta quy ước gọi tổ 
hợp chập 0 của ø phần tử là tập rỗng. 


4 
3Ã tập A = {1, 2, 3, 4, 5}. Hãy liệt kê các tổ hợp chập 3, chập 4 của 5 phần tử của A. 
51 


R 


x2 


Số các tổ hợp 


Kí hiệu CỄ là số các tổ hợp chập k của n phần tử (0 < & < n). 
Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Ị 
C1 —— 
kI(n — k)! 


Chứng mình. Với k = 0, công thức hiển nhiên đúng. 
Với k > 1, ta thấy một chỉnh hợp chập & của ø phần tử được thành lập như sau : 
— Chọn một tập con & phần tử của tập hợp gồm ø phần tử. Có C£ cách chọn. 
— Sắp thứ tự k phần tử chọn được. Có &! cách. 
Vậy theo quy tắc nhân, ta có số các chỉnh hợp chập & của ø phần tử là 
AFf =CƑ.kI 
k 
Từ đ G0 SH am 
k† - kl(n— k)! 
Ví dụ 6. Một tổ có 10 người gồm 6 nam và 4 nữ. Cần lập một đoàn đại biểu 
gồm 5 người. Hỏi : 
a) Có tất cả bao nhiêu cách lập ? 
b) Có bao nhiêu cách lập đoàn đại biểu, trong đó có ba nam, hai nữ ? 
Giải 
a) Mỗi đoàn được lập là một tổ hợp chập 5 của 10 (người). Vì vậy, số đoàn 
đại biểu có thể có là 
_  .ố 
Cịo = s.. Bo SIA 
b) Chọn 3 người từ 6 nam. Có Sẽ cách chọn. 
Chọn 2 người từ 4 nữ. Có tới cách chọn. 


Theo quy tắc nhân, có tất cả C¿.C4 = 20.6 = 120 cách lập đoàn đại biểu 
gồm ba nam và hai nữ. 8 
5 


Có 16 đội bóng đá tham gia thi đấu. Hỏi cần phải tổ chức bao nhiêu trận đấu sao 
cho hai đội bất kì đều gặp nhau đúng một lần 2? 


3. Tính chất của các số CẺ 


Từ định lí về công thức tính số các tổ hợp chập k của ø phần tử, ta có các 
tính chất sau đây. 
a) Tính chất 1 


0sksn 


Chẳng hạn, CỶ = Cý = 35. 
b) Tính chất 2 (công thức Pa-xcan) 


k— 
C? 1+ CC_ 1=C 


Chẳng hạn, Cỷ + Cƒ = C§ = 70. 
Ví dụ 7. Chứng minh rằng, với 2 < k < n — 2, ta có 
e0 Ji) š 
Giải. Theo Tính chất 2, ta có 
CC 6a. () 


sứ, e0 (2) 
Cộng các vế tương ứng của (1) và (2) và theo Tính chất 2, ta có 


G732 + sẽC IV ¡=(Œ(R 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH SỐ CÁC HOÁN VỊ VÀ SỐ CÁC TỔ HỢP 
BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI 


Có thể sử dụng máy tính bỏ túi để tính số các hoán vị nl và số các tổ hợp l1 


Sh 
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1. Tính số các hoán vị bằng máy tính bỏ túi 


Dùng máy tính bỏ túi CASIO fx - 500MS để tính ø!, ta ấn các phím theo trình tự 
SaU : 

SHIFT xỉ 
Ấn số n, ấn phím (8) ấn phím (Em ấn phím _= N đó, kết quả sẽ hiển thị 
ở dòng thứ hai. 
Ví dụ 1. Tính 10!. 


Ta bấm liên tiếp các phím sau : 
SHIFT  x/ 


(@B(@Đ(m em m 
Dòng thứ hai hiện ra 3,628,800. 
Vậy 10! = 3 628 800. 
2. Tính số các tổ hợp bằng máy tính bỏ túi 


Dùng máy tính bỏ túi CASIO #x - 500 MS để tính C¡ , ta ấn các phím theo trình tự sau : 
Ấn số n, ấn phím (EB), zn số ¿, ấn phím (Ì), kết quả hiển thị ở dòng thứ hai. 
Ví dụ 2. Tính CẺ,. 


Ta ấn liên tiếp các phím sau : 
Dòng thứ hai hiện ra 792. 


Vậy Cj, = 792. 


Bỏi tập 
Từ các chữ số l1, 2, 3, 4, 5, 6, lập các số tự nhiên gồm sáu chữ số khác 
nhau. Hỏi : 
a) Có tất cả bao nhiêu số ? 
b) Có bao nhiêu số chấn, bao nhiêu số lẻ 2 
c) Có bao nhiêu số bé hơn 432 000 ? 
Có bao nhiêu cách sắp xếp chỗ ngồi cho mười người khách vào mười ghế 
kê thành một dãy 2 
Giả sử có bảy bông hoa màu khác nhau và ba lọ khác nhau. Hỏi có bao 
nhiêu cách cắm ba bông hoa vào ba lọ đã cho (mỗi lọ cắm một bông) ? 


4. Có bao nhiêu cách mắc nối tiếp 4 bóng đèn được chọn từ 6 bóng đèn khác 
nhau ? 

5. Có bao nhiêu cách cắm 3 bông hoa vào 5 lọ khác nhau (mỗi lọ cắm không 
quá một bông) nếu : 
a) Các bông hoa khác nhau ? 
b) Các bông hoa như nhau ? 

6. Trong mặt phẳng, cho sáu điểm phân biệt sao cho không có ba điểm nào 
thắng hàng. Hỏi có thể lập được bao nhiêu tam giác mà các đỉnh của nó 
thuộc tập điểm đã cho ? 


7. Trong mặt phẳng có bao nhiêu hình chữ nhật được tạo thành từ bốn đường 
thẳng song song với nhau và năm đường thẳng vuông góc với bốn đường 
thẳng song song đó ? 


Z NHỊ THỨC NIU-TƠN 


I[— CÔNG THỨC NHỊ THỨC NIU-TƠN 


Ta có : 
(a+b)°=aˆ”+ 2ab + b = Của? + Chap! + C2p2, 
(a+b)`=a` + 34ˆ”b + 3ab” + bỀ =CSa” + C4?p! + C§alp? + Cập”. 


1 
Khai triển biểu thức (z + b)ˆ thành tổng các đơn thức. 


Tổng quát, ta thừa nhận công thức khai triển biểu thức (z + b)” thành tổng 
các đơn thức như sau : 


(w#:7)” <1 a6 ä the C4? S0 dhuu#fE” tổ 4À br đi) 


Công thức (1) được gọi là công thức nhị thức Niu-tơn. 


Hoài 
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HỆ QUÁ 
Với a=b =1,ta có 2” =C? +CÌ +...+CP, 
Với a=1l; b=_—]l,tacố 
S0 =C  a#1 0 330G”: 
CHÚ Ý 
Trong biểu thức ở vế phải của công thức (1) : 
a) Số các hạng tử là ø + l. 
b) Các hạng tử có số mũ của ø giảm dần từ ø đến 0, số mũ của 
b tăng dần từ 0 đến ø, nhưng tổng các số mũ của z và b trong 
mỗi hạng tử luôn bằng 7. 


c) Các hệ số của mỗi hạng tử cách đều hai hạng tử đầu và cuối 
thì bằng nhau. 


Ví dụ 1. Khai triển biểu thức (x + y)Ế. 
Giải. Theo công thức nhị thức Niu-tơn ta có 
(x+ y" = C§x° + C§x y + Cai Vˆ + ® 0w + Câx y' + C¿xy` + C§y° 
s35 6x y + 15x“ + 20x y` + 15x^y Tây 6y + về, —¡ 
Ví dụ 2. Khai triển biểu thức (2x— 3)”. 
Giải. Theo công thức nhị thức Niu-tơn ta có 
(ðx=3Ÿ =C§(2+)' + CÌOx) (C3)+ C202) 739” + C22+(-3)) + C3! 
= 16x" - 96x) +216x” —- 216x + 81. 
Ví dụ 3. Chứng tỏ rằng với n > 4, ta có 
G1 +1. sClC que 
Giải. Kíhiệu A= Cộ + CỔ +... 
B= ni + Cÿ đáo: 


Theo Hệ quả ta có 2”=A+B, 
0=A-B. 


Từ đó suy ra A =B=2""Ì. m 


II— TAM GIÁC PA-XCAN 


Trong công thức nhị thức NÑiu-tơn ở mục I, cho ? = 0, 1, ... và xếp các hệ số 
thành dòng, ta nhận được tam giác sau đây, gọi là fưm giác Pa-xcan. 


n=0 1 

n=l 1 1 

n=2 1 5) 1 

n=3 1 3 3 1 

n=4 1 4 6 4 1 

n=5 1 5 TẾ” Xu” 1 

#6 | 6 15 20 15 6 | 

neñ | 7 21 35 35 21 7 | 
NHẬN XÉT 


Từ công thức ii = CHẾT + GHẾ, suy ra cách tính các số ở mỗi 
dòng dựa vào các số ở dòng trước nó. Chẳng hạn 


C§ = CÌ +C4 =4+6= 10. 


2 
la TIẾP tam giác Pa-xcan, chứng tỏ rằng : 
a)1+2+3+4= Cố ; 


b)l+2+...+7= C2. 


Bởi tập 
1. Viết khai triển theo công thức nhị thức Niu-tơn : 


13 
a) (a+ 2b) ; b) (az- V2)Ê ; S[x~=] . 


hÝ/ 
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6 
¿ D) . .. ° .. + 2 

Tìm hệ số của x trong khai triển của biểu thức : Ệ + 5] : 
# 


2 


Biết hệ số của x“ trong khai triển của (1 - 3x)” là 90. Tìm ¡. 


8 

⁄ ° vs ” 1 

Tìm số hạng không chứa x trong khai triển của hs + =] : 
# 

Từ khai triển biểu thức (3x - 4)'” thành đa thức, hãy tính tổng các hệ số 
của đa thức nhận được. 
Chứng minh rằng : 
a) 11'”~ 1 chia hết cho 100; 


b) 101! ~ 1 chia hết cho 10 000 ; 
c) vold + T0) Ai -(l— xo)!0 | là một số nguyên. 


BẠN CÓ BIẾT ? 


PA-XCAN (PASCAL) 


Pa-xcan là nhà toán học, vật lí học và triết học người 
Pháp. Pa-xcan lúc nhỏ là một cậu bé thần đồng. Cha cậu 
nhận thấy điều này. Không muốn sớm làm mệt óc con, 
ông cấm cậu bé Pa-xcan học toán. Song điều này càng 
kích thích tính tò mò của cậu. Năm 12 tuổi, một hôm cậu 
hỏi cha "Hình học là gì ?". Cha cậu giải thích sơ qua cho 
cậu hiểu. Pa-xcan rất lấy làm thích thú. Cậu liền bước 
theo con đường đúng là thiên hướng của mình. Không cần 
sách vở, một mình cậu tự chứng minh được rằng tổng các 
góc trong một tam giác bằng hai góc vuông. Ở tuổi 16, 
Pa-xcan viết công trình đầu tiên của mình về các thiết 


Blaise Pascal 
diện cônic. (1623 - 1662) 


Pa-xcan viết hàng loạt công trình về các chuỗi số và các hệ số nhị thức. Pa-xcan đã 


đưa ra bảng các hệ số của sự khai triển của (z + b)” dưới dạng một tam giác, 
ngày nay gọi là "Tam giác Pa-xcan". Pa-xcan đã tìm ra các hệ số nhị thức bằng 
phương pháp quy nạp toán học, đó là một trong những phát minh quan trọng của 
ông. Điều mới mẻ ở đây là Pa-xcan phát hiện ra rằng các hệ số nhị thức chính là 


số các tổ hợp chập & của ø phần tử và Pa-xcan đã dùng chúng để giải những bài 
toán của lí thuyết xác suất. 

Một cống hiến lớn nữa của Pa-xcan là việc khởi thảo phép tính các đại lượng vô 
cùng bé. 

Về mặt kĩ thuật, ngay từ năm 1642, lúc. mới 19 tuổi, Pa-xcan đã sáng chế ra một 


máy tính để thực hiện các phép tính số học. Nguyên tắc của máy này đã là xuất 
phát điểm cho việc chế tạo máy tính điện tử về sau này. 


Để ghi nhớ công lao của người đầu tiên đã sáng chế ra máy tính, các nhà tin học 
đã đặt tên cho một ngôn ngữ máy tính rất phổ biến là ngôn ngữ Pa- xcan. 


Về vật lí, Pa-xcan đã nghiên cứu áp suất của khí quyển và các vấn đề thuỷ tĩnh học. 
Tên của Pa-xcan đã được đặt cho một miệng núi lửa trên Mặt Trăng. 


& ⁄ PHÉP THỬ VÀ BIẾN CỐ 


I- PHÉP THỬ, KHÔNG GIAN MẪU 


4. Phép thử 


Một trong những khái niệm cơ bản của lí thuyết xác suất là phép thử. Một 
thí nghiệm, một phép đo hay một sự quan sát hiện tượng nào đó, ... được 
hiểu là phép thử. 

Chẳng hạn, gieo một đồng tiền kim loại (gọi tắt là đồng tiền), rút một quân 
bài từ cỗ bài tú lơ khơ (cỗ bài 52 lá) hay bắn một viên đạn vào bia, ... là 
những ví dụ về phép thử. 

Khi gieo một đồng tiền, ta không thể đoán trước được mặt ghi số (mặt 
ngửa, viết tắt là W) hay mặt kia (mặt sấp, viết tắt là S) sẽ xuất hiện (quay 
lên trên). Đó là ví dụ về phép thử ngẫu nhiên. 

Một cách tổng quát : 


Phép thử ngâu nhiên là phép thử mà ta không đoán trước 
được kết quả của nó, mặc dù đã biết tập hợp tất cả các kết quả 
có thể có của phép thử đó. 
Để đơn giản, từ nay phép thử ngẫu nhiên được gọi tắt là phép thử. Trong 
Toán học phổ thông, ta chỉ xét các phép thử có một số hữu hạn kết quả. 


39 


2. Không gian mẫu 


R 
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Z “4... /£^s⁄% 


1 
Hãy liệt kê các kết quả có thể của phép thử gieo =: BH 


một con súc sắc. 
Tập hợp các kết quả có thể xảy ra của một phép thử được gọi là 
không gian mầu của phép thử và kí hiệu là © (đọc là ô-mê-øa). 


Ví dụ I. Gieo một đồng tiền (h.28). 
Đó là phép thử với không gian mẫu 
Q = {S, N}. Ở đây, Š kí hiệu cho kết 
quả "Mặt sấp xuất hiện" và N kí hiệu 
cho kết quả "Mặt ngửa xuất hiện". 


Ví dụ 2. Nếu phép thử là gieo một 
đồng tiên hai lần thì không gian mẫu Hai mặt đồng tiền 

gồm bốn phần tử : O = {SS, SW, MS, NN}, Hình 28 

trong đó, chẳng hạn, SN là kết quả "Lần đầu đồng tiền xuất hiện mặt sấp, 
lần thứ hai đồng tiền xuất hiện mặt ngửa", ... 


Ví dụ 3. Nếu phép thử là gieo một con súc sắc hai lần, thì không gian mẫu 
gồm 36 phần tử : O= {Œ, 7) Ì ¡,ÿj = 1, 2, 3, 4, 5, 6}, ở đó (¡, j) là kết quả 
"Lần đầu xuất hiện mặt ¡ chấm, lần sau xuất hiện mặt j chấm” (h. 29). 


BỊ - NI - NI - HH: NI: NH|- 
BH BH. NI NH NEị pH. 
BH NHL NGL NH NEH. NH- 
BH L.iM :jM L:M L:m ::ÿ88 
EM L.iM -iÑ L::B ti ::ÿ8 
EM L.H L:jBH] LH: :: 8 


Hình 29 


II - BIẾN CỐ 
Ví dụ 4. Gieo một đồng tiên hai lần. Đây là phép thử với không gian mẫu 
O={SS,SN,NS, NN)}. 
Ta thấy sự kiện A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau" có thể xảy ra 
khi phép thử được tiến hành. Nó xảy ra khi và chỉ khi một trong hai kết quả 
SS, WNN xuất hiện. Như vậy, sự kiện A tương ứng với một và chỉ một tập 
con {SS, WN} của không gian mẫu. Chính vì lẽ đó, ta đồng nhất chúng với 
nhau và viết A = {SS, NN}. Ta gọi A là một biến cố. 
Tương tự, biến cố B : "Có ít nhất một lần xuất hiện mặt ngửa” được viết là 
B={SN,NS, NN}. 
Ngược lại, tập con € = {SS, SN} là biến cố có thể phát biểu dưới dạng 
mệnh đề : "Mặt sấp xuất hiện trong lần gieo đầu tiên". 
Các biến cố A, 8 và € ở trên đều gắn liền với phép thử gieo một đồng tiền 
hai lần nên ta nói chúng liên quan đến phép thử đã cho. 
— Một cách tổng quát, mỗi biến cố /ién quan đến một 
phép thử được mô tả bởi một tập con của không gian 
mẫu (h.30). Từ đó ta có định nghĩa sau đây. 


| Biến cố là một tập con của không gian mẫu. 


Như vậy, một biến cố liên quan đến phép thử là một tập hợp bao gồm các 
kết quả nào đó của phép thử. 
— Cần chú ý rằng biến cố đôi khi được cho dưới dạng một mệnh đề xác định 
tập hợp như đã thấy trong Ví dụ 4, hoặc trong phép thử gieo con súc sắc, biến 
cố A : "Con súc sắc xuất hiện mặt chắn chấm" được cho dưới dạng mệnh đề 
xác định tập con A = {2, 4, 6} của không gian mẫu €) = {1,2,..., 6}. 
Người ta thường kí hiệu các biến cố bằng các chữ ¡in hoa A, B, C,.... 
— Từ nay về sau, khi nói cho các biến cố A, B, ... mà không nói gì thêm thì 
ta hiểu chúng cùng liên quan đến một phép thử. 

| Tập Ø được gọi là biến cố không thể (gọi tắt là biến cố 

không). Còn tập © được gọi là biến cố chắc chắn. 

Chẳng hạn, khi gieo một con súc sắc, biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt 
7 chấm" là biến cố không, còn biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt có số 
chấm không vượt quá 6" là biến cố chắc chắn. 
— Ta nói rằng biến cố A xảy ra trong một phép thử nào đó khi và chỉ khi 
kết quả của phép thử đó là một phần tử của A (hay thuận lợi cho A). 


61 


II - PHÉP TOÁN TRÊN CÁC BIẾN CỐ 


62 


Như vậy, biến cố không thể (tức là Ø) không bao giờ xảy ra, trong khi đó, 
biến cố chắc chắn © luôn luôn xảy ra. 

Trong Ví dụ 4, nếu xuất hiện kết quả ŠS thì A xảy ra còn B không xảy ra. 
Trong khi đó, nếu xuất hiện kết quả SN thì 8 xảy ra còn A không xảy ra. 


A A 
— Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử. 
| Tập O \A được gọi là biến cố đối ¬ 
của biến cố A, kí hiệu là A (h.31). 20000/TPI 


Doø@e A ©ø@#£A,nên A xảy ra khi và chỉ khi A không xảy ra. 
Chẳng hạn, nếu phép thử là gieo một con súc sắc thì biến cố B : "Xuất hiện 
mặt chắn chấm” là biến cố đối của biến cố A : "Xuất hiện mặt lẻ chấm", 
nghĩa là B = A. 
— Giả sử A và Ö là hai biến cố liên quan đến một phép thử. Ta có định nghĩa sau : 
Tập A © B được gọi là hợp của các biến cố A và Ö. 
Tập A  B được gọi là giao của các biến cố A và Ö. 
Nếu A n¬ B = Ø thì ta nói A và B xung khắc. 
Theo định nghĩa, A (Q2 B xảy ra khi và chỉ khi A xảy ra hoặc B 
xảy ra; A  B xảy ra khi và chỉ khi A và 8 đồng thời xảy ra. 
Biến cố A 8 còn được viết là A.B. 
A và B xung khắc khi và chỉ khi chúng không khi nào cùng 
xảy ra (h. 32). 


Ta có bảng sau : 


Kí hiệu Ngôn ngữ biến cố 

Aco A là biến cố (2) 
A=Ø A là biến cố không 

A=OQ A là biến cố chắc chắn x 
C=AUB C là biến cố : "A hoặc B" &c 
C=AnbB C là biến cố : "A và 8" Hình 32 
AoB=ø A và B xung khắc 

B=A A và B đối nhau. 


Ví dụ 5. Xét phép thử gieo một đồng tiền hai lần với các biến cố : 
A : "Kết quả của hai lần gieo là như nhau” ; 
B: "Có ít nhất một lần xuất hiện mặt sấp" ; 
C : "Lần thứ hai mới xuất hiện mặt sấp”" ; 
D: "Lần đầu xuất hiện mặt sấp". 
Ta có : 
A=t{s%S,NN};B={SN,NS,SS};C ={NS}; D ={%S, SN}. 
Từ đó, 
CD={SS,SN,NS}=B; 
AfmD= {$SS} là biến cố "Cả hai lần đều xuất hiện mặt sấp". 
Bỏi tập 
Gieo một đồng tiền ba lần. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố : 
A : "Lần đầu xuất hiện mặt sấp" ; 
B: "Mặt sấp xảy ra đúng một lần" ; 
C : "Mặt ngửa xảy ra ít nhất một lần”. 
Gieo một con súc sắc hai lần. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Phát biểu các biến cố sau dưới dạng mệnh đề : 
A= {(6, I), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} ; 
B= {Ó, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4,4)}; 
Œ=1qz1>„@,2)G.3),(,4),15,5% (6, 6)1: 


Một hộp chứa bốn cái thẻ được đánh số I1, 2, 3, 4. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. 


a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Tổng các số trên hai thẻ là số chẵn" ; 


B: "Tích các số trên hai thẻ là số chắn". 
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Hai xạ thủ cùng bắn vào bia. Kí hiệu A¿ là biến cố : "Người thứ k bắn 
trúng”, k = I, 2. 
a) Hãy biểu diễn các biến cố sau qua các biến cố Ái, As : 

A : "Không ai bắn trúng" ; 

B: "Cả hai đều bắn trúng" ; 

C : "Có đúng một người bắn trúng" ; 

D: "Có ít nhất một người bắn trúng”. 
b) Chứng tỏ rằng A = D ; B và C xung khắc. 
Từ một hộp chứa 10 cái thẻ, trong đó các thẻ đánh số 1, 2, 3, 4, 5 màu đỏ, 
thẻ đánh số 6 màu xanh và các thẻ đánh số 7, 8, 9, 10 màu trắng. Lấy ngẫu 
nhiên một thẻ. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Kí hiệu A, 8, C là các biến cố sau : 

A: "Lấy được thẻ màu đỏ" ; 

B: "Lấy được thẻ màu trắng" ; 

C : "Lấy được thẻ ghi số chắn". 


Hãy biểu diễn các biến cố A, B, Œ bởi các tập hợp con tương ứng của 
không gian mẫu. 
Gieo một đồng tiền liên tiếp cho đến khi lần đầu tiên xuất hiện mặt sấp 
hoặc cả bốn lần ngửa thì dừng lại. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố : 
A : "Số lần gieo không vượt quá ba" ; 
B: "Số lần gieo là bốn". 
Từ một hộp chứa năm quả cầu được đánh số 1, 2, 3, 4, 5, lấy ngẫu nhiên 
liên tiếp hai lần mỗi lần một quả và xếp theo thứ tự từ trái sang phải. 
a) Mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Chữ số sau lớn hơn chữ số trước" ; 
B: "Chữ số trước gấp đôi chữ số sau" ; 
C : "Hai chữ số bằng nhau". 


& XÁC SUẤT CỦA BIẾN CỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA CỔ ĐIỂN CỦA XÁC SUẤT 


1. 


Định nghĩa 


Một đặc trưng định tính quan trọng của biến cố liên quan đến một phép thử 
là nó có thể xảy ra hoặc không xảy ra khi phép thử đó được tiến hành. Một 
câu hỏi được đặt ra là nó có xảy ra không ? Khả năng xảy ra của nó là bao 
nhiêu ? Như vậy, nảy sinh một vấn đề là cần phải gắn cho biến cố đó một 
con số hợp lí để đánh giá khả năng xảy ra của nó. Ta gọi số đó là xác suất 
của biến cố. 


Ví dụ I. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Các kết 
quả có thể là (h.33) 


"J [rj TH Eịj Eịj Eì 


Hình 33 
Không gian mẫu của phép thử này có sáu phần tử, được mô tả như sau 
te=l11,3,3,4,5, 61. 
Do con súc sắc là cân đối, đồng chất và được gieo ngẫu nhiên nên khả 
năng xuất hiện từng mặt của con súc sắc là như nhau. Ta nói chúng đồng 
? ⁄ h kệ ⁄4 . ? Ấ" ` l 
khả năng xuất hiện. Vậy khả năng xuất hiện của môi mặt là n 
Do đó, nếu A là biến cố : "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ" (A = {1, 3, 5}) thì 
khả năng xảy ra của A là 


+—+—=_—= 
6 6 6 6 2 
số này được gọi là xác suất của biến cố A. 
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1 
Ằ\u một hộp chứa bốn quả cầu ghi chữ z, hai quả cầu ghi chữ ø và hai quả cầu ghi 
chữ c (h.34), lấy ngẫu nhiên một quả. Kí hiệu : 
A : "Lấy được quả ghi chữ a" ; 
B: "Lấy được quả ghi chữ Ð" ; 
C : "Lấy được quả ghi chữ c". 


Có nhận xét gì về khả năng xảy ra của các biến cố A, B và C ? Hãy so sánh chúng 
với nhau. 


II lái lich (TU? do lo) 


Hình 34 
Một cách tổng quát, ta có định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử A là biến cố liên quan đến một phép thử chỉ có một số 


hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất hiện. Ta gọi tỉ số xÔi 
n 
là xác suất của biến cố A, kí hiệu là P(A). 
P(A) = HẠA), 
n3) 


CHÚ Ý 


ñ(A) là số phần tử của A hay cũng là số các kết quả thuận lợi cho 
biến cố A, còn z{©) là số các kết quả có thể xảy ra của phép thử. 


2. Ví dụ 


Ví dụ 2. Gieo ngẫu nhiên một đồng tiền cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 


a) A : "Mặt sấp xuất hiện hai lần" ; 
b) 8: "Mặt sấp xuất hiện đúng một lần" ; 
c) € : "Mặt sấp xuất hiện ít nhất một lần". 


l0 


Giải (h.35). Không gian mẫu O = {SS, SN, NS, NN) 


gồm bốn kết quả. Vì đồng tiền cân đối, đồng chất và 1s 3SN 
việc gieo là ngẫu nhiên nên các kết quả đồng khả năng 
xuất hiện. Ta có *N§ *NWN 
a)A = {SS}, n(A) = 1, n(O) = 4, theo định nghĩa ta có 
LỆ) 
RUN e Hình 35 
n() — 4 
b)B=({SN, NS}, n(B) = 2 nên 
P(B) = n) _27_ 1. 
mnQ) 4 2 


c) C= {%S, SN, NS}, n(C) = 3 nên 
3 
P(C)= "€) - °_m 
mn(@) — 4 
Ví dụ 3. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất. Tính xác 
suất của các biến cố sau : 
A: "Mặt chắn xuất hiện" ; 
B: "Xuất hiện mặt có số chấm chia hết cho 3" ; 


C : "Xuất hiện mặt có số chấm không bé hơn 3". 


"J Lrj l4 Eịj bị Eì 


Hình 36 
Giải. Không gian mẫu có dạng : © = {l, 2, 3, 4, 5, 6}, øồm sáu kết quả 
đồng khả năng xuất hiện (h.36). Rõ ràng 


A={12,4,6), m(A) = 3, 
B=({3,6), n(B) = 2, 
C= t3,4, 5, 6}, n(C) = 4. 
Từ đó, theo định nghĩa ta có 
no A0 sộg 
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P(B) = TỔ = 2=, 
n@) 6 3 

S\G)= 7E) =7. 
n@) 6 3 


Ví dụ 4. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. Tính 
xác suất của các biến cố sau : 

A : "Số chấm trong hai lần gieo bằng nhau" ; 

B: "Tổng số chấm bằng 8". 

Giải. Như đã biết (xem Ví dụ 3, §4), O = {Œ, j) Ì 1 <¡, j < 6}, gồm 36 kết 
quả đồng khả năng xuất hiện. Ta có bảng (xem thêm Hình 29) : 


A={(, ID), @, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}, n(A) = 6, n(@) = 36. Từ đó, 
theo định nghĩa ta có 


P(A) = n(A) _ 6 _ 1 
nO@) 36 6. 
Tương tự, 8 = {(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4)}, n() = 5, n(O) = 36 nên 
EB)^ 7 2m. 
n(@)_ 36 


II - TÍNH CHẤT CỦA XÁC SUẤT 
1. Định lí 


Giả sử A và ð là các biến cố liên quan đến một phép thử có một số hữu hạn 
kết quả đồng khả năng xuất hiện. Khi đó, ta có định lí sau đây. 
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R 


ĐỊNH LÍ 


a) P(Ø) =0, P(O) = I. 
b) 0 < P(A) < 1, với mọi biến cố A. 


c) Nếu A và B xung khắc, thì 
P(A Ó B) = P(A) + P(Đ) (công thức cộng xác suất). 


2 
Chứng minh các tính chất a), b) và c). 


HỆ QUÁ 


Với mọi biến cố A, ta có 


P(4)= 1 - P(A). 


Chứng mình. Vì A (2 A =QOvàAn A =Ø nên theo công thức cộng xác 


suất ta có 

I=P(©) =P(4) + P{A). 
Từ đó ta có điều phải chứng minh. 
Ví dụ 


Ví dụ 5. Từ một hộp chứa ba quả cầu 
trắng, hai quả cầu đen (h.37), lấy ngẫu 


nhiên đồng thời hai quả. Hãy tính xác Củ C) C) C) @® 


suất sao cho hai quả đó : 

a) Khác màu ; b) Cùng màu. Hình 37 

Giải. Mỗi lần lấy đồng thời hai quả cầu cho ta một tổ hợp chập hai của 
năm phần tử. Do đó, không gian mẫu gồm các tổ hợp chập hai của năm 
phần tử và n(O) = C2 = 10. 

Vì việc lấy quả cầu là ngẫu nhiên nên các kết quả đó đồng khả năng. 

Kí hiệu A : "Hai quả khác màu", B8: "Hai quả cùng màu”. 

Vì chỉ có hai màu đen hoặc trắng nên ta thấy ngay B =A. 


a) Theo quy tắc nhân, ø(A) = 3. 2 = 6. 
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Do đó 


". . 
n@) 10 5 


b) Vì B= A nên theo hệ quả ta có 


P(®) = P(A) =1_— P(A)= “~. 8 


t¬| 


Ví dụ 6. Một hộp chứa 20 quả cầu đánh số từ I đến 20. Lấy ngẫu nhiên 
một quả. Tính xác suất của các biến cố sau : 


a) A : "Nhận được quả cầu ghi số chẵn" ; 

b) 8: "Nhận được quả cầu ghi số chia hết cho 3 ; 
c€)Am; 

đ) C: "Nhận được quả cầu ghi số không chia hết cho 6”. 


Giải. Không gian mẫu được mô tả là O = {1, 2, ..., 20} gồm 20 kết quả 
đồng khả năng, ø(Ó) = 20. 


a)A ={2,4., 6, 8, 10, 12, 14, 1ó, 18, 20}, ø(4) = 10 nên 


DỤ ai 
n@) 20 2 
b) 8= {3, 6, 9, 12, 15, 18}, n(8) = 6. 
Từ đó 
p(@)- 2Œ) _ 6 _ 3. 
n@) 20 10 


c) Vì AB= {6, 12, 18}, ø(A ¬ ðB) = 3 nên 


n(AcB) _ 3 
n@Q) — 20) 


P(A ¬ B) = 


đ) Vì AB= {ó, 12, I8}, nên A 8 là biến cố : "Nhận được quả cầu ghi 
số chia hết cho 6". Do đó, € là biến cố đối của biến cố A  Ö, ta có 
C=AnmB và 


3.../[7 
P(C)=1- P(A¬B)=1- —=—. 
(C) ( ) 20 20 


II — CÁC BIẾN CỐ ĐỘC LẬP, CÔNG THỨC NHÂN XÁC SUẤT 


Ví dụ 7. Bạn thứ nhất có một đồng tiền, bạn thứ hai có con súc sắc (đều 
cân đối, đồng chất). Xét phép thử "Bạn thứ nhất gieo đồng tiền, sau đó bạn 
thứ hai gieo con súc sắc” (h.38a). 


a) Mô tả không gian mẫu của phép thử này. 
b) Tính xác suất của các biến cố sau : 

A : "Đồng tiền xuất hiện mặt sấp" ; 

B: "Con súc sắc xuất hiện mặt 6 chấm" ; 

C : "Con súc sắc xuất hiện mặt lẻ". 


c) Chứng tỏ. P(A.8) = P(A).P(@) ; P(A.C) = P(4).P(C). 1 SI 

Giải c2: 2 S2 

a) Không gian mẫu của phép thử có dạng 265 3 9 
@O={51, 52, 53, 54,S5,S%6,NI,N2,N3,N4, N5, NÓ}. s=: 
Theo giả thiết, 2 gồm 12 kết quả đồng khả năng . 

xuất hiện (h.38b). HNG: 

6 ®% 

1ˆ NI 

⁄ 2 N2 

vi 

` 4 N4 

a) b) ` 5 N5 

Hình 3Š 6 N6 


b) Tathấy A= {S1, 92, S3, %4, S5, S6},  n()=6: 
B={%6, N6}, n) =2; 
C={[NI, N3, N5, S1, S3, S5}, n(C) = 6. 


Từ đó EjS 2u 
n©) 12 2 

ĐÔNG” eo 
n©O) 12 6 
n©) 12 2 


lại 
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c) Rõ ràng A.B-= {S6} và P(A.B) _ n(A.B) ` 1 


n@©) — 12' 
Ta có 
L I1 
P(A.B) = P(A)P(®). 


Tương tự, A.C = {S1, S3, S5} ; 


HUP().oo lD  D. b- lieyb(eciw 


thụ = "HO 12 4 22 


Trong Ví dụ 7, ta nhận thấy xác suất xuất hiện mỗi mặt của con súc sắc là 


aâl- 


không phụ thuộc vào việc đồng tiền xuất hiện mặt "sấp" hoặc "ngửa". 

Nếu sự xảy ra của một biến cố không ảnh hưởng đến xác suất xảy ra của 
một biến cố khác thì ta nói hai biến cố đó độc lập. Như vậy, trong Ví dụ 7, 
các biến cố A và ð độc lập và cũng vậy, A và Œ độc lập. 


Tổng quát, đối với hai biến cố bất kì ta có mối quan hệ sau : 


A và B là hai biến cố độc lập khi và chỉ khi 


P(A.B) = P(A).P(?). 


BÀI ĐỌC THÊM 


MỞ RỘNG QUY TẮC CỘNG VÀ 
CÔNG THỨC CỘNG XÁC SUẤT 


Quy tắc cộng còn được mở rộng đối với các tập hợp hữu hạn, có giao khác rỗng. 
Có thể chứng minh được rằng, với hai tập hợp hữu hạn A và B bất kì, ta có 

m(A © B) = n(A) + n(B) - n(A  B) (quy tắc bao hàm và loại trừ). 
Ví dụ 1. Một tổ mười người sẽ được chơi hai môn thể thao là cầu lông và bóng 
bàn. Có năm bạn đăng kí chơi cầu lông, bốn bạn đăng kí chơi bóng bàn, trong đó 
có hai bạn đăng kí chơi cả hai môn. Hỏi có bao nhiêu bạn đăng kí chơi thể thao 2 
Bao nhiêu bạn không đăng kí chơi thể thao 2 


Giải. Kí hiệu X là tập hợp các học sinh trong tổ ; A là 

tập hợp các học sinh đăng kí chơi cầu lông, 8 là tập 

hợp các học sinh đăng kí chơi bóng bàn (h.39), thế thì 

n1) = 10, n(A) = 5, n(B) = 4, n(A  B) = 2. Như vậy : 

A 2 ð là tập hợp các bạn đăng kí chơi thể thao. Vì 

n(A  B) = 2 nên số bạn đăng kí chơi thể thao là 

n(A ÒÓ B) = n(A) + n(B) - n(A SB) =5 +4-— 2 =7 (bạn). 

Từ đó, số bạn không đăng kí chơi môn thể thao nào là Hình 39 
n() - n(A \2 B) = 10-— 7 = 3 (bạn). 

Nhờ quy tắc cộng mở rộng, ta có công thức cộng xác suất mở rộng sau đây. 


Với hai biến cố A và B bất kì cùng liên quan đến một phép thử, 
ta có 


P(A U/ B) = P(A) + P(B) - P(A.Đ). 
Ví dụ 2. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối đồng chất hai lần. Tính xác 
suất của các biến cố sau : 
A : "Lần thứ nhất xuất hiện mặt 6 chấm" ; 
B: "Lần thứ hai xuất hiện mặt 6 chấm" ; 
C : "Ít nhất một lần xuất hiện mặt 6 chấm" ; 
D: "Không lần nào xuất hiện mặt 6 chấm". 
Giải. Ta có © = {(¡, j) |1 < ¡, j < 6}, trong đó ¡ là số chấm xuất hiện trong lần gieo 
thứ nhất, j là số chấm xuất hiện trong lần gieo thứ hai, n(O) = 36. Như vậy 
A={(,j)Ì 1<j<6}, n(A)=6; 
B=t{Œ,6) | 1<¡<6}, n() =6; 
C=AUB,D=C,AnB={(6,6)}, nA ¬ B) = 1. 
Từ đó, theo định nghĩa ta có 


Ej<” sp ii có, 
n@)_ 36 6 n@) 36 6 
B0” 
n@) 36 
Theo nhận xét ta có 
P(C) = P(A Ò B8) = P(A) + P(ð) - PA. B)= ~+—-_ = 
- : `. .ẻẻ: 
Theo hệ quả ta có 
¬ 11 25 
Pữ= P9 s1=WC)#l=s=””. 
(D) = P(C) (C@) NT 
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Bỏi tập 
1. Gieo ngẫu nhiên một con súc sắc cân đối và đồng chất hai lần. 
a) Hãy mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Tổng số chấm xuất hiện trong hai lần gieo không bé hơn 10" ; 
B: "Mặt 5 chấm xuất hiện ít nhất một lần". 
c) Tính P(4), P(). 
2. Có bốn tấm bìa được đánh số từ I đến 4. Rút ngẫu nhiên ba tấm. 
a) Hãy mô tả không gian mẫu. 
b) Xác định các biến cố sau : 
A : "Tổng các số trên ba tấm bìa bằng 8" ; 
B: "Các số trên ba tấm bìa là ba số tự nhiên liên tiếp”. 
c) Tính P(4), P(). 


3. Một người chọn ngẫu nhiên hai chiếc giày từ bốn đôi giày cỡ khác nhau. 
Tính xác suất để hai chiếc chọn được tạo thành một đôi. 

4. Gieo một con súc sắc cân đối và đồng chất. Giả sử con súc sắc xuất hiện 
mặt b chấm. Xét phương trình x” + bx+ 2 =(. Tính xác suất sao cho : 
a) Phương trình có nghiệm ; 
b) Phương trình vô nghiệm ; 
c) Phương trình có nghiệm nguyên. 


5. Từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con, rút ngẫu nhiên cùng một lúc bốn con. Tính xác 
suất sao cho : 


a) Cả bốn con đều là át ; 
b) Được ít nhất một con át ; 
c) Được hai con át và hai con K. 


6. Hai bạn nam và hai bạn nữ được xếp ngồi ngẫu nhiên vào bốn ghế xếp 
thành hai dãy đối diện nhau. Tính xác suất sao cho : 


a) Nam, nữ ngồi đối diện nhau ; 


b) Nữ ngồi đối diện nhau. 
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Có hai hộp chứa các quả cầu. Hộp thứ nhất chứa 6 quả trắng, 4 quả đen. 
Hộp thứ hai chứa 4 quả trắng, 6 quả đen. Từ mỗi hộp lấy ngẫu nhiên một 
quả. Kí hiệu : 

A là biến cố : "Quả lấy từ hộp thứ nhất trắng" ; 

B là biến cố : "Quả lấy từ hộp thứ hai trắng”. 

a) Xét xem A và ðö có độc lập không. 

b) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra cùng màu. 


c) Tính xác suất sao cho hai quả cầu lấy ra khác màu. 


` 


BÀI ĐỌC THÊM 


ĐỊNH NGHĨA THỐNG KÊ CỦA XÁC SUẤT 


Một đồng tiền cân đối và đồng chất được gieo ø lần. Kí hiệu ø¿ là số lần xuất 
hiện mặt sấp Š trong ø lần gieo đó. 


: l0 4 .. cử 
Ta gọi tỈ số #„(5) = —- là tần suất xuất hiện mặt sắp trong r: lần gieo. 
n 


Bằng thực nghiệm ta thấy, tần suất thay đổi khi ta thực hiện loạt z lần gieo khác cũng 
như khi tăng số lần gieo. 


Tuy nhiên với ø khá lớn, tần suất này có tính ổn định, nghĩa là nó dao động xung 


„l : : .' 
quanh số 5 và khi ø tăng, tân suất ngày càng gần số nh 


Ta có thể hình dung điều đó qua bảng các kết quả gieo đồng tiền của các nhà 
toán học Buýp-phông (Buffont) và Piếc-sơn (Pearson) sau đây. 


Người gieo Số lần gieo Số lần xuất hiện mặt S Tần suất 
Buýp-phông 4040 2048 0,5069 
Piếc-sơn 12000 6019 0,5016 
Piếc-sơn 24000 12012 0,5005 

Số š mà tần suất ƒ„(S) dao động quanh nó được gọi là xác suất của biến cố S 


theo quan điểm thống kê. 


75 


76 


Một cách tổng quát : 
Kí hiệu nu là số lần xuất hiện biến cố A trong một dãy ø phép thử 
được lặp ởi lặp lại (dãy các phép thử lặp). Tỉ số c gọi là tần suất 
xuất hiện biến cố A. ' 
Khi ø tăng, TA ngày càng gần một số P(4) xác định. Người ta gọi 
số P(4) đó là xác suất của biến cố A theo quan điểm thống kê. 


Trong trường hợp phép thử chỉ có một số hữu hạn kết quả đồng khả năng xuất 
hiện thì số P(4) trong định nghĩa này trùng với số P(4) trong định nghĩa cổ điển 
của xác suất. Do đó, định nghĩa thống kê của xác suất là một sự mở rộng thực sự 
của định nghĩa cổ điển của xác suất. 


Nhà toán học Thuy Sĩ J.Béc-nu-li (Jacob Bernoulli) là người đầu tiên phát hiện ra 


VẢ . ^“ ^ 2. “ "` ^⁄, ũ 
tính ổn định thống kê của dãy tần suất —^-. 
l4) 


Poát-xông (Poisson) là người đầu tiên gọi quy luật ổn định của tần suất là luật số lớn. 


Ôn tập chương II 


Phát biểu quy tắc cộng, cho ví dụ áp dụng. 
Phát biểu quy tắc nhân, cho ví dụ áp dụng. 


Phân biệt sự khác nhau giữa một chỉnh hợp chập k của phần tử và một tổ 
hợp chập & của ø phần tử. 


Có bao nhiêu số chắn có bốn chữ số được tạo thành từ các chữ số 0, 1, 2, 3, 
4,5, 6 sao cho : 


a) Các chữ số có thể giống nhau ? 

b) Các chữ số khác nhau ? 

Xếp ngẫu nhiên ba bạn nam và ba bạn nữ ngồi vào sáu ghế kê theo hàng 
ngang. Tìm xác suất sao cho : 

a) Nam, nữ ngồi xen kẽ nhau ; 

b) Ba bạn nam ngồi cạnh nhau. 

Từ một hộp chứa sáu quả cầu trắng và bốn quả cầu đen, lấy ngẫu nhiên 
đồng thời bốn quả. Tính xác suất sao cho : 

a) Bốn quả lấy ra cùng màu ; 


b) Có ít nhất một quả màu trắng. 


19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Gieo một con súc sắc ba lần. Tính xác suất sao cho mặt sáu chấm xuất hiện 
ít nhất một lần. 


Cho một lục giác đều ABCDEF. Viết các chữ cái A, B, C, D, E, F vào sáu 
cái thẻ. Lấy ngẫu nhiên hai thẻ. Tìm xác suất sao cho đoạn thắng mà các 
đầu mút là các điểm được ghi trên hai thẻ đó là : 

a) Cạnh của lục giác ; 

b) Đường chéo của lục giác ; 

c) Đường chéo nối hai đỉnh đối diện của lục giác. 

Gieo đồng thời hai con súc sắc. Tính xác suất sao cho : 

a) Hai con súc sắc đều xuất hiện mặt chắn ; 


b) Tích các số chấm trên hai con súc sắc là số lẻ. 


Bỏi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng : 

Lấy hai con bài từ cỗ bài tú lơ khơ 52 con. Số cách lấy là : 

(A) 104; (B) 1326 ; (©) 450; (D) 2652. 

Năm người được xếp vào ngồi quanh một bàn tròn với năm ghế. Số cách 
xếp là : 

(A)50; (B) 100; (C) 120; (D)24. 

Gieo một con súc sắc hai lần. Xác suất để ít nhất một lần xuất hiện mặt sáu 
chấm là : 


12 II 6 S 


Từ một hộp chứa ba quả cầu trắng và hai quả cầu đen lấy ngẫu nhiên hai 
quả. Xác suất để lấy được cả hai quả trắng là : 


9 12 10 6 

A)—; B) —; CS D) —. 

GÀ Gì CC so HT 

Gieo ba con súc sắc. Xác suất để số chấm xuất hiện trên ba con như nhau là : 
12 l 6 3 

A)—; B) — ; C) ——; D) —. 

(À) 216 Œ) 216 @ 216 œ®) 216 


7T 


15. Gieo một đồng tiền cân đối và đồng chất bốn lần. Xác suất để cả bốn lần 
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xuất hiện mặt sấp là : 
2 


4 || 
VÀ 3 ng VU? 


BẠN CÓ BIẾT ? 
BÉC-NU-LI 


Béc-nurli (Jacob Bernoulli) sinh ngày 27 tháng 2 năm 
1654 ở Baxlơ (Basle) Thuy Sĩ. Ông là người nghiên 
cứu Toán đầu tiên trong dòng họ Béc-nu-li có nhiều 
nhà toán học. Cha ông, Ni-co-la Béc-nu-li (1623 — 1708) 
muốn ông trở thành mục sư. Mặc dù phải học 
Thần học, ông vẫn say mê nghiên cứu Toán học. 
Một số công trình quan trọng nhất của ông được 
công bố trong cuốn sách Nghệ thuật phỏng đoán 
năm 1713, bao gồm các lĩnh vực của đại số tổ hợp : 
hoán vị, tổ hợp, các số Béc-nu-li và lí thuyết xác 


6 
(D) Ta 


Bernoulli 
(1654-— 1705) 


suất. Đặc biệt, luật số lớn đối với dãy phép thử Béc-nu-li được công bố trong 
cuốn sách đó. Cuốn sách của ông được coi là sự mở đầu của lí thuyết xác suất. 
Béc-nu-li bắt đầu giảng Triết học tự nhiên, Cơ học ở trường Đại học Tổng hợp 
Ba-xlơ năm 1682 và trở thành Giáo sư toán năm 1687. Ông tiếp tục làm việc ở đó 


cho đến khi mất (ngày 10 tháng 8 năm 1705). 


EU GỐ . CẾD GỐ EDIIDB V†ì E2 GẾ T]HfIT1 


Dñu Số . Cấp số CỘNG 
Chương lÍ| VÌ BẾP Số hHâNn 


Phần đầu của chương giới thiệu Phương pháp quy nạp toán học, một phương pháp 
chứng minh nhiều khẳng định toán học, liên quan đến tập số tự nhiên. Đây là một 
phương pháp chứng minh quan trọng và hữu hiệu trong Toán học. 

Phần tiếp theo là các khái niệm cơ bản về đấy số (hữu hạn và vô hạn), sẽ được gặp 
nhiều trong các chương của Giải tích. 

Cấp số cộng và cấp số nhân là hai dãy số đặc biệt và có nhiều ứng dụng, được trình 
bày hệ thống và chỉ tiết ở cuối chương. 


& Z PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 


I- PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 


1 
Ä, hai mệnh đề chứa biến P() : "3” < n + 100" và Ó(n) : "2”> n" với n e ÑỶ. 
a) Với n = 1, 2, 3, 4, 5 thì PŒ@), Q() đúng hay sai 2 
b) Với mọi „0 e ÑÏ thì Pœ), ØŒ) đúng hay sai ? 
Để chứng minh những mệnh đề liên quan đến số tự nhiên „ e Ñ ì 
là đúng với mọi mà không thể thử trực tiếp được thì có thể 
làm như sau : 


Bước 1. Kiểm tra rằng mệnh đề đúng với ø = 1. 
Bước 2. Giả thiết mệnh đề đúng với một số tự nhiên bất kì ø = k> 1 
(gọi là giả thiết quy nạp), chứng minh rằng nó cũng đúng với 
n=k+. 
Đó là phương pháp quy nạp toán học, hay còn gọi tắt là 
phương pháp quy nạp. 
Một cách đơn giản, ta có thể hình dung như sau : Mệnh đề đã đúng khi ø = I 
nên theo kết quả ở bước 2, nó cũng đúng với ø = l + I = 2. Vì nó đúng với 
w = 2 nên lại theo kết quả ở bước 2, nó đúng với ø = 2 + 1 = 3,... Bằng cách 


4 ⁄Z¿b)đLtLỷ F > R À Z "_. FA k 
ấy, ta có thể kháng định răng mệnh đề đúng với mọi số tự nhiên ø? e Ñ_. 


II- VÍ DỤ ÁP DỤNG 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng với n e Ñ” thì 
l #8 g5 tới ti pm =ử, (1) 
Giải 
Bước 1. Khi n = 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải bằng lệ 
Vậy hệ thức (1) đúng. 
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Bước 2. Đặt vế trái bằng S„. 
Giả sử đẳng thức đúng với ø = k > 1, nghĩa là 
S%¿=1+3+ 5+... +(2&-— 1) = K” (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng minh rằng (1) cũng đúng với ø = k + 1, tức là 
Sœ++=l+3+5+...+(2k- L) + [2@& + 1)- 1]=(k+ IB 
Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có 
%¡ =Sy+[2Œ+ D - 1=” +2k+1=(&+ ĐỂ. 


Vậy hệ thức (1) đúng với mọi n e ÑỶ”. 


®' 
Chứng minh rằng với n e ÑÏ thì 
n(n +]) 


1+2+3+...+m= : 
2 


Ví dụ 2. Chứng minh rằng với n c NỈ thì ø” — ø chia hết cho 3. 
Giải. Đặt A,, = nỄ — n. 
Bước 1. Với n= 1, ta có Ai=0:3. 
Bước 2. Giả sử với n = k> 1 ta có 
A,= (` — k) ï 3 (giả thiết quy nạp). 
Ta phải chứng minh A¿„¡ : 3. 
Thật vậy, ta có 
34 <1) E4: = 4 sat röt£¬#@=1 
= ®&Ÿ`—È) + 3 + k) 
=A,+3@7+#). 


Theo giả thiết quy nạp A, : 3, hơn nữa, 3#” + &) : 3 nên A,„¡ : 3. 


Vậy A„= ø` — n chia hết cho 3 với mọi n e ÑỶ. 8 


S2 


CHÚ Ý 

Nếu phải chứng minh mệnh đề là đúng với mọi số tự nhiên ? > p 
(p là một số tự nhiên) thì : 

* Ở bước ], ta phải kiểm tra mệnh đề đúng với n = p ; 

* Ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với số tự nhiên bất kì ø = k > p 
và phải chứng minh rằng nó cũng đúng với ñ = & + 1. 


3 

Cho hai số 3” và 8n với ¡ e Ñ”. 

a) So sánh 3” với 8n khi n = 1, 2, 3, 4, 5. 

b) Dự đoán kết quả tổng quát và chứng minh bằng phương pháp quy nạp. 


Bòi tập 


Chứng minh rằng với n0 e Ñ : , ta có các đẳng thức : 


a)2+5+8+...+3n ¬—_.— 
H_— 
an Ế, 
2 4 8 ĐÀU Bàu 


c) xÍ... ..— 


Chứng minh rằng với n e ÑỶ, ta có : 

a)nh+3n"+5n chia hết cho 3; 

b)4”+15ø—l chia hết cho9; 

c)nẺ + lIn chia hết cho 6. 

Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên ø > 2, ta có các bất đẳng thức : 


a)3”>3n +1; b)2"?!> 2n +3. 


Eiaiii8 de s6 nen, 
12 2.3 n(n + ]) 

a) Tính 51» 52, 54. 

b) Dự đoán công thức tính tổng S„ và chứng minh bằng quy nạp. 

nặn — 3) 
8 


Chứng minh rằng số đường chéo của một đa giác lồi ø cạnh là —————ˆ 


BẠN CÓ BIẾT ? 
SUY LUẬN QUY NẠP 


Người ta thường phân biệt hai hình thức suy luận, đó là suy diễn và quy nạp. 
Suy diễn hay còn gọi là phép suy diễn là đi từ cái chung đến cái 
riêng, từ tổng quát đến cụ thể. 


Chẳng hạn, từ định lí "Mọi số tự nhiên có chữ số tận cùng là 0 hoặc 5 đều chia 
hết cho 5", ta suy ra 135 và 170 chia hết cho 5. Trong suy diễn, nếu mệnh đề 
tổng quát là đúng thì kết luận có được bao giờ cũng đúng. 


Còn quy nạp hay còn gọi là phép quy nạp lại đi từ cái riêng đến 
cái chung, từ cụ thể đến tổng quát. 


Ví dụ : So sánh các số A(n) = 10””Ì với B(n) = 2004 + n, trong đó nø e Ñ”. Bằng 
phép thử với ø = I1, 2, 3, 4 ta có : A(1) < B() ; A(2) < B@) ; AG) < B@) ; A(4) < B(4). 
Từ đây, ta kết luận 


"10"ˆ† < 2004 + n với mọi n < 4" (1) 
Rõ ràng kết luận này đúng. 
Tuy nhiên, cũng từ kết quả của phép thử trên, nếu vội kết luận : 

"10! < 2004 + n với mọi n e Ñ”" (2) 
thì lại sai lầm vì với ø = 5 ta có : 

10Ÿ > 2004 + 5 (tương tự, với ø = 6, 7, 8,...). 
Đến đây, nếu kết luận tiếp : 

"10”~ Š 2004 + n với mọi n > 5", (3) 
sau đó với phép thử, cho dù có nhận được kết quả đúng với n bằng bao nhiêu 
chăng nữa thì vẫn không thể coi là đã chứng minh được mệnh đề (3). 
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Š4 


Mệnh đề (3) sẽ được chứng minh nếu dùng phương pháp quy nạp 
toán học. 


Các mệnh đề (2), (3) có được là kết quả của phép quy nạp không 
hoàn toàn, trong đó mệnh đề (2) là sai còn mệnh đề (3) là đúng. 


Do phép thử chỉ có tính dự đoán, nên kết quả của phép quy nạp 
không hoàn toàn chỉ là giả thuyết, và việc phải làm tiếp theo là 
chứng minh hay bác bỏ. 


Dưới đây, ta xét thêm vài ví dụ lịch sử. 
Phéc-ma (P. Fermat) nhà toán học Pháp (1601 — 1665) khi xét các số dạng 2211 
thấy rằng với n =0, 1, 2, 3, 4 thì 22 +1=3; 22 +1=5; 22 +1=17; 2 )+1=25T; 
2? + 1 =65 537 đều là những số nguyên tố. Từ đó, ông dự đoán rằng "Mọi số có 
dạng 2? +1 vớin e Ñ đều là những số nguyên tố". 
Tuy nhiên, 100 năm sau, nhà toán học Thuy Sĩ Ơ-le (Euler, 1707 — 1783) lại phát 
hiện ra rằng 2 +] không phải là số nguyên tố vì : 

2?” +1~ 4 294 967 297 : 641. 


Cũng chính Phéc-ma là tác giả của giả thuyết nổi tiếng mà người đời sau gọi là 
định lí cuối cùng của Phéc-ma : "Phương trình x” + y” = z” không có nghiệm 
nguyên dương với mọi số tự nhiên ø > 2". Năm 1993, tức là hơn 350 năm sau, giả 
thuyết này mới được chứng minh hoàn toàn. 


Nhà toán học Đức Lai-bơnit (Leibniz 1646 — 1716) đã chứng minh được rằng Vø 6 N 
thì —n:3:nh—n:5,n —n:7, từ đó ông dự đoán với mọi nguyên dương 
và với mọi số lễ p thì ø” — ø : p. Tuy nhiên, chỉ ít lâu sau chính ông lại phát hiện ra 
2 ~2 = 510 không chia hết cho 9. 


Lịch sử toán học đã để lại nhiều sự kiện thú vị xung 
quanh các giả thuyết có được bằng suy luận quy nạp 
không hoàn toàn (hoặc bằng phép tương tự). Có những 
giả thuyết đã bị bác bỏ, có nhiều giả thuyết đã được 
chứng minh, có những giả thuyết mà vài trăm năm sau 
vẫn không được chứng minh hay bác bỏ. Tuy nhiên, việc 
tìm cách chứng minh hay bác bỏ nhiều giả thuyết đã có 
tác dụng thúc đẩy sự phát triển của toán học. 


Fermat 
(1601 —- 1665) 


& DÃY SỐ 


I- ĐỊNH NGHĨA 


1 
R hàm số ƒ(¡) = D : 7 neNÑ. Tính 1), 2). ƒ#). /Ð. ƒG'). 
n— 


1. Định nghĩa dãy số 
và ` ^ , . “ “ , ^ ^ * 
Môi hàm số xác định trên tập các số nguyên dương Ñ'_ được 
gọi là một đấy số vô hạn (gọi tắt là dãy số). Kí hiệu : 
+ 
„:N >R 
n > Mu(n). 
Người ta thường viết dãy số dưới dạng khai triển 
HỊ, M2, Ma3,...., Hợ,, ...› 


trong đó „ = „(n) hoặc viết tắt là (u„), và gọi uị là số hạng đầu, u„ là số 
hạng thứ n và là số hạng tổng quát của dãy số. 


Ví dụ 1 

a) Dãy các số tự nhiên lẻ 1, 3, 5, 7, ... có số hạng đầu ¡ = 1, số hạng tổng 
quát w„„ = 2n - Ì. 

b) Dãy các số chính phương I1, 4, 9, 16, ... có số hạng đầu „¡ = I, số hạng 
tổng quất u„ = HẺ. 


2. Định nghĩa dãy số hữu hạn 


P 3 Ễ T bý _ Gà 
| Môi hàm số xác định trên tập M = {I, 2, 3,..., mm} với me Ñ 
được gọi là một đấy số hữu hạn. 


S5 


Dạng khai triển của nó là ưị, uạ, „+, ..., u„, trong đó uị là số hạng đầu, 


u„, là số hạng cuối. 


Ví dụ 2 
a) =5, —2, I, 4, 7, 10, 13 là dãy số hữu hạn có ị =—5, u+ = 13. 
: 1 
b) Ôn bc là dãy số hữu hạn có  = Tsf= “ẻ 
2 4 8 16 32 vi 32 


II- CÁCH CHO MỘT DÃY SỐ 


2 
Ằ nêu các phương pháp cho một hàm số và ví dụ minh hoa. 


1. Dãy số cho bằng công thức của số hạng tổng quát 


Ví dụ 3 
3" 
a) Cho dãy số (u„) với „„ =(—1)”.—. (1D) 
n 
Từ công thức (1), ta có thể xác định được bất kì một số hạng nào của 
5 
v5 sa hóa 24 
dãy số. Chẳng hạn, ws = ( DSS = _ ` 
Nếu viết dãy số này dưới dạng khai triển, ta được 
1 n 
-3, bà _9, Sp D6 ID. —, sất 
9) 4 


b) Dấy số (u„) với w„ = có dạng khai triển là 


=. 
Xn +1 
` san 
2)42+143+l1 ` VJn+l 
Như vậy, dãy số (u„) hoàn toàn xác định nếu biết công thức số hạng tổng 


quát „ của nó. 


3 

» năm số hạng đầu và số hạng tổng quát của các dãy số sau : 
a) Dãy nghịch đảo của các số tự nhiên lẻ ; 
b) Dãy các số tự nhiên chia cho 3 dư 1. 


SÓ 


Cũng giống như hàm số, không phải mọi dãy số đều có công thức số hạng 


tổng quát u„. Dưới đây, ta nêu thêm các cách khác để cho một dãy số. 


2. Dãy số cho bằng phương pháp mô tả 


Ví dụ 4. Số rx là số thập phân vô hạn không tuần hoàn 
7 = 3,141 592 653 589... 
Nếu lập dãy số („„) với „„ là giá trị gần đúng thiếu của số 7 với sai số tuyệt đối 
10 “thì 
uị = 3,1; nạ = 3,14; ux = 3,141 ; uạ = 3,1415;.... 


Đó là dãy số được cho bằng phương pháp mô tả, trong đó chỉ ra cách viết 
các số hạng liên tiếp của dãy. 


3. Dãy số cho bằng phương pháp truy hồi 


Ví dụ 5. Dãy Phi-bô-na-xi”? là dãy số (u„) được xác định như sau : 
MỊ =Mạ = Ì 

R =Mm_ 1 tu„ 2 VỚIH >3 3, 
nghĩa là, kể từ số hạng thứ ba trở đi, mỗi số hạng đều bằng tổng của hai số 
hạng đứng ngay trước nó. 
Cách cho dãy số như trên được gọi là cho bằng phương pháp truy hồi. 
Nói cách khác, cho một dãy số bằng phương pháp truy hồi, tức là : 
a) Cho số hạng đầu (hay vài số hạng đầu). 
b) Cho hệ thức truy hồi, tức là hệ thức biểu thị số hạng thứ ø qua số hạng 


(hay vài số hạng) đứng trước nó. 
® 
Viết mười số hạng đầu của dãy Phi-bô-na-xi. 


(*) Phi-bô-na-xI (FIbonacci, 1170 — 1250) — Thương gia, nhà toán học I-ta-li-a. 
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II - BIỂU DIỄN HÌNH HỌC CỦA DÃY SỐ 


ý 1à _ ` bến nà T le A ⁄ ở 1+2 t:Ã ~ Z Là À 
Vì dãy số là một hàm số trên Ñ_ nên ta có thể biểu diễn dãy số bảng đồ 
thị. Khi đó trong mặt phẳng toạ độ, dãy số được biểu diễn bằng các điểm 


có toạ độ (0 ; w„). 


; ¬. = JEYỦ: can di cày Là ` 
Ví dụ 6. Dãy số (u„) VỚI u„ = có biều diên hình học như trên Hình 40 : 
n 
tra 
ỊE----s 
H2 ¬" `. 
100 no 
b||RAMSIab pauaec 
g1 7 3 3 n 
Hình 40 
2 È 4 5 
MỊ = 2, Hạ = —, Hạ = —, HẠ= —.... 
1 2 3 3 4 4 


2 
Tuy nhiên, người ta thường biểu diễn các số hạng của một dãy số trên trục 
n+l 


n 


số. Chẳng hạn, dãy số [ ) có biểu diễn hình học như trên Hình 41. 


5 4 
L3 
——————————————————~ 

0 HẠ H3 Hộ 1Ị u(n) 


Hình 41 
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IV - DÃY SỐ TĂNG, DÃY SỐ GIẢM VÀ DÃY SỐ BỊ CHẶN 
A^Ÿ 
Cho các dãy số („„) và (v„) với „„ = Ì + _ ; Vụ =Šn — Ì. 
n 
a3) Tính w„_¡, V„.ị- 
b) Chứng minh u„.. < u„ và v„.¡ > v„, với mọi ñ e ÑỶ. 
4. Dãy số tăng, dãy số giảm 
ĐỊNH NGHĨA 1 

Dãy số („„) được gọi là đấy số tăng nếu ta có w„.ị > u„ với 

mỌI 7 € N. 

Dãy số (u„) được gọi là đấy số giđm nếu ta có w„.ị < w„ạ với 


£ +» 
mọi? «< Ñ_. 


Ví dụ 7. Dãy số (u„) với u„ = 2n — 1 là dãy số tăng. 
Thật vậy, với mọi ø e Ñ” xét hiệu „,¡ — ư„. Ta có 
H„+1 — Mự> = 2{n + 1) — 1 — (2n — 1) = 2. 


Do „1 — ứ„ > Ö nên ư„.¡ > „. 8 
: ¬ vs TP ty có chớ sề 
Ví dụ 8. Dẫy số (u„) VỚI u„ = = là dãy số giảm. 
3 


lí : 
1+Ì. Tạ có 
H 


Z„ . PP de 5 z .. 
Thật vậy, với mọi ¡ e Ñ_, vì z„ > 0 nên có thể xét tỉÍ số 
n 


Muyj 8E. 1®, øn+1 


Hạ = u+l ` .n s 3n 


`... H 
Dễ thấy —— < 1 nên -'*” <1 suy ra Hài < Hạ ÂN 


nạ 
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CHÚ Ý 
Không phải mọi dãy số đều tăng hoặc giảm. Chẳng hạn, dãy 
số (w„) với w„ = (—3)”, tức là đãy 
-3,9,-—27, 81,... 


không tăng và cũng không giảm. 


ãy số bị chặn 


2. D 

® 
2 

Chứng minh các bất đẳng thức —ˆ # 08 l 7: bị 


nh +£L. 5 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Dấy số (u„) được gọi là bị chặn frên nếu tồn tại một số ⁄ 
sao cho 
* 
u„ạSM,VneNÑ. 
Dãy số (u„) được gọi là bị chặn đưới nếu tôn tại một số 7m 
sao cho 
+ 
u„>m,VWVne Ñ. 


Dấy số (u„„) được gọi là Đ; chặn nếu nó vừa bị chặn trên vừa bị 
chặn dưới, tức là tồn tại các số ?m, M sao cho 


+ 
m<Suw„SM,VneNÑ. 


Ví dụ 9 

a) Dãy số Phi-bô-na-xi bị chặn dưới vì „ > l với mọi ø e N. 
" Đụ bac Uh SUờ, I 

“z—_ bị chặn vì 0< 5 < 


b) Dấy số (u„) với w„ = = 
mn+l nh+1 2 
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BẠN CÓ BIẾT ? 


HOA, LÁ VÀ DÃY SỐ PHI-BÔ-NA-XI 


Dãy số Phi-bô-na-xi thường gặp trong thiên 
nhiên. Những chiếc lá trên cành cây mọc cách 
nhau các khoảng ứng với các số trong dãy số 
Phi-bô-na-xi (còn gọi là các số Phi-bô-na-xi) 


3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,... (F) 


Số cánh hoa trong hầu hết các bông hoa là các 
số trong dãy (F). Hoa loa kèn có 3 cánh, hoa 
mao lương vàng có 5 cánh, hoa phi yến có 8 ° 
cánh, hoa cúc vạn thọ 13 cánh, hoa cúc tây 21 š?fariaeef 
cánh, còn hoa cúc thường có 34 hoặc 55, hoặc (1170 1250) 
89 cánh. 
Trong hoa hướng dương cũng xuất hiện các số Phi-bô-na-xi. Những nụ nhỏ kết 
thành hạt ở đầu bông hoa và xếp thành hai lớp đường xoắn ốc. Một lớp cuộn theo 
chiều kim đồng hồ, lớp đường xoắn kia cuộn theo chiều ngược: lại. Số các đường 
xoắn ốc theo chiều kim đồng hồ thường là 34 hoặc 55, còn số đường xoắn theo 
chiều ngược lại thường là 55 hoặc 89, 

Ngoài những điều thú vị trên, một số ra đề của kiến trúc, hội hoạ, âm nhạc, ... 
cũng liên quan đến các số Phi-bô-na-xi. 


Hoa hướng dương 


9] 


Bòi tập 


1. Viết năm số hạng đầu của các dãy số có số hạng tổng quát „„ cho bởi công thức : 


n : 2-1, 


2. Cho dãy số (u„), biết : 
Mị =—Ì, M„.1= Hạ + 3 với n3 Ì. 
a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 
b) Chứng minh bằng phương pháp quy nạp : „ = 3n — 4. 
3. Dãy số (u„) cho bởi : 


Mị =3; Hụ+1 = 1+u2,n>1. 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy số. 

b) Dự đoán công thức số hạng tổng quát „ và chứng minh công thức đó 
bằng phương pháp quy nạp. 


4. Xét tính tăng, giảm của các dãy số (u„), biết : 


|| n—] 

a) HU„ =—— 2; b) m„= § 
) tụ n ) tụ n+l 
2n+ 1 

€)„„=(-l)°(2”+1); đ)m, = : 
)w„=(-]) ( ) ) Hn ). 


5. Trong các dãy số („) sau, dãy số nào bị chặn dưới, bị chặn trên và bị chặn ? 


2 lÏ 
a)w„=2n — 1; °) KH nh p2)” 
1 
C) H„ = 5 ; đ) „„ =sinn+cosi. 
2n“ =1 
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& 2 CẤP SỐ CỘNG 


I- ĐỊNH NGHĨA 


# 1 
Biết bốn số hạng đầu của một dãy số là -1, 3, 7, 11. 
Từ đó hãy chỉ ra một quy luật rồi viết tiếp năm số hạng của dãy theo quy luật đó. 


ĐỊNH NGHĨA 
Cấp số cộng là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó kể 
từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều bằng số hạng đứng ngay 
trước nó cộng với một số không đổi d. 


Số đ được gọi là công sai của cấp số cộng. 


Nếu („) là cấp số cộng với công sai đ, ta có công thức truy hồi 


H„._| = Hạ + đ với ne Ñ”. (1) 


Đặc biệt khi đ = 0 thì cấp số cộng là một đấy số không đổi (tất cả các số 
hạng đều bằng nhau). 
Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số cộng : 
1,—3,—7, —11,— 15. 
Giải. Vì 3= 1+(—4);  —11=-7+(-4); 
7=-3+(-4); -lI5=-Ill+(_-4) 


nên theo định nghĩa, dãy số I, —3, —7, —I1, —15 là một cấp số cộng với 
công sai đ=-— 4. 8 


2 

. : 1 : 
Cho (z„) là một cấp số cộng có sáu số hạng với  = :=. đ = 3. Viết dạng khai triển 
của nó. 
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II- 


R 
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SỐ HẠNG TỔNG QUÁT 
3 


Mai và Hùng chơi trò xếp các que diêm thành hình tháp trên mặt sân. Cách xếp 
được thể hiện trên Hình 42. 


LÍ 


1 tầng 2 tầng 3 tầng 
Hình 42 


Hỏi : Nếu tháp có 100 tầng thì cần bao nhiêu que diêm để xếp tầng đế của tháp ? 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu cấp số cộng („„) có số hạng đầu w¡ và công sai đ thì số 


hạng tổng quát „„ được xác định bởi công thức : 


H„ = IMỊ + (n — ])d với n 3 2. (2) 


n 


Chứng mình. Ta sẽ chứng minh công thức (2) bằng quy nạp. 
Khi ø = 2 thì u = Ị + đ, vậy công thức (2) đúng. 
Giả sử công thức (2) đúng với ø = k 3 2, tức là „uy = úị + (k — l1)4. 
Ta phải chứng minh rằng (2) cũng đúng với ø = k + I, tức là „„¿¡ = uị + kd. 
Thật vậy, theo định nghĩa cấp số cộng và giả thiết quy nạp ta có 
Mr = Mự> + đ= [mị + (R — 1)đ] + đ= ì + kả. 
Vậy u„ = ị + (n — ])d với n > 2. 8 
Ví dụ 2. Cho cấp số cộng (w„). biết „ị =— 5, đ= 3. 


a) Tìm 1s. 
b) Số 100 là số hạng thứ bao nhiêu ? 


c) Biểu diễn các số hạng , mạ, uạ, a4, ús trên trục số. Nhận xét vị trí của 
mỗi điểm 2, 4, uạ so với hai điểm liền kể. 
Giải. Cấp số cộng có ị = —5, d= 3. 
a) Theo công thức (2) ta có s = —5 + (15 - ]l). 3 = 37. 
b) Theo công thức (2) ta có „ = —5 + (ø — 1). 3. Vì z„ = 100 nên 
—5 +(z — ]l). 3 = 100, từ đó ứú = 36. 
c) Năm số hạng của cấp số cộng là -5, -2, 1, 4, 7 được biểu diễn bởi các 


điểm Ị, wạ, wx, uạ, us tương ứng trên Hình 43. 


1⁄1 Hạ 13 HA Hs 
————+>————————-—————> 
—5 2 0 1 4 7 
Hình 43 
H2 TT HẠ 


Điểm „4 là trung điểm của đoạn u;wx, hay wx = 5 


Ta cũng có kết quả tương tự đối với w; và ux. 8 


Đây là một tính chất đặc trưng của cấp số cộng mà ta sẽ xét dưới đây. 
II - TÍNH CHẤT CÁC SỐ HẠNG CỦA CẤP SỐ CỘNG 


ĐỊNH LÍ 2 


Trong một cấp số cộng, mỗi số hạng (trừ số hạng đầu và 
cuối) đều là trung bình cộng của hai số hạng đứng kề với 
nó, nghĩa là 


ly =“EELC THỦ với k >2, @) 


Chứng mình. Giả sử (u„) là cấp số cộng với công sai đ. Sử dụng công thức (1) 
với & > 2, ta CÓ My _1 = Mụ> — đ; My++ = uy + đ. 


MẸ T—1 T Hg+]1 " 


Suy TA Hy —1 + IMry1— 2„y hay My — 2 
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IV - TỔNG øñ SỐ HẠNG ĐẦU CỦA MỘT CẤP SỐ CỘNG 


⁄ 4 
Cấp số cộng gồm tám số hạng -1, 3, 7, 11, 15, 19, 23, 27 được viết vào bảng sau : 


—1 3 t 11 15 19 23 27 


a) Hãy chép lại bảng trên và viết các số hạng của cấp số đó vào dòng thứ hai 
theo thứ tự ngược lại. Nêu nhận xét về tổng của các số hạng ở mỗi cột. 


b) Tính tổng các số hạng của cấp số cộng. 
Ta công nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 3 
Cho cấp số cộng (w„). Đặt S„ = Ị + uạ + Mạ +... + Hạ, 
Khi đó 


— H(M| + Mạ) 
n Đ) - 


S (4) 


CHÚ Ý 

VÌ „ = wị + (n — 1)đ nên công thức (4) có thể viết 
p = HHỊ + DU cu (4) 

Ví dụ 3. Cho dãy số (u„) với u„ = 3n - ]. 

a) Chứng minh dãy („) là cấp số cộng. Tìm ứ¡ và đ. 

b) Tính tổng của 50 số hạng đầu. 

c) Biết S„ = 260, tìm 7. 

Giải 

a) Vì u„ = 3n — I nên  = 2. 

Với n 3 1, xét hiệu „+ — w„ạ = 3(n + I) - I - (3n - T) = 3, suy ra 

Mn+{ = Mạ + 3. Vậy (u„) là cấp số cộng với công sai đ = 3. 
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b) Vì mị =2, đ= 3, nø = 50 nên theo công thức (4) ta có 
S%so= 50.2 + —a = 3775. 
c) Vì uị =2, đ= 3, S„ = 260 nên theo công thức (4) ta có 
(n — Ù 
2 


§„=n2+^ 


.3 = 260 hay 3ø“ + n — 520 = 0. 
Giải phương trình bậc hai trên với ø e Ñ n ta tìm được ứ = 13. 8 
Bởi tập 


Trong các dãy số („„) sau đây, dãy số nào là cấp số cộng ? Tính số hạng 
đầu và công sai của nó. 


a) H„ạ =5 — 2n; b)w„= T1; 
c) n„ =3”; HN cán 
2 
Tìm số hạng đầu và công sai của các cấp số cộng sau, biết : 
MỊ — Ma + s = 10 MHJ —Ủạ = 8 
a) 1 3 5 b) 7 3 
MỊ + Hạ = L7; My. = T5. 


Trong các bài toán về cấp số cộng, ta thường gặp năm đại lượng úị, đ, n, 
ly Ôn 


a) Hãy viết các hệ thức liên hệ giữa các đại lượng đó. Cần phải biết ít nhất 
mấy đại lượng để có thể tìm được các đại lượng còn lại ? 


b) Lập bảng theo mẫu sau và điền số thích hợp vào ô trống : 


Hị đ H„ n  n 
-2 ¬ả 20 
—4 15 120 
3 Bề 7 
Đi 
17 12 Sẽ; 
2 —5 205 
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4. Mặt sàn tầng một của một ngôi nhà cao hơn mặt sân 0,5 m. Cầu thang đi từ 
tầng một lên tầng hai gồm 21 bậc, mỗi bậc cao 18 cm. 


a) Viết công thức để tìm độ cao của một bậc tuỳ ý so với mặt sân. 
b) Tính độ cao của sàn tầng hai so với mặt sân. 


5. Từ 0 giờ đến 12 giờ trưa, đồng hồ đánh bao nhiêu tiếng, nếu nó chỉ đánh 
chuông báo giờ và số tiếng chuông bằng số giờ ? 


CẤP SỐ NHÂN 


I- ĐỊNH NGHĨA 


C2, 4 


3 


Ñ Tục truyền rằng nhà Vua Ấn Độ cho phép người 
phát minh ra bàn cờ Vua được lựa chọn một phần 
thưởng tuỳ theo sở thích. Người đó chỉ xin nhà vua 
thưởng cho số thóc bằng số thóc được đặt lên 64 
ô của bàn cờ như sau : Đặt lên ô thứ nhất của bàn 
cờ một hạt thóc, tiếp đến ô thứ hai hai hạt, ... cứ 
như vậy, số hạt thóc ở ô sau gấp đôi số hạt thóc ở 
ô liền trước cho đến ô cuối cùng. 

Hãy cho biết số hạt thóc ở các ô từ thứ nhất đến 
thứ sáu của bàn cờ. 


h9 G2 + C co Gð ¬Ì' GŒG 


ĐỊNH NGHĨA 


Cấp số nhân là một dãy số (hữu hạn hoặc vô hạn), trong đó 
kể từ số hạng thứ hai, mỗi số hạng đều là tích của số hạng 
đứng ngay trước nó với một số không đổi g. 


Số a được gọi là công bội của cấp số nhân. 


Nếu („) là cấp số nhân với công bội Z, ta có công thức truy hồi : 


H„¿| = H„ạ.đq VỚI ñ € N. (@) 
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Đặc biệt : 
*® Khi „=0, cấp số nhân có dạng /¡, 0, 0,..., 0,... 
*® Khi = I, cấp số nhân có dạng 1, 1, ⁄,...., ⁄1, ... 
® Khi ¡ =0 thì với mọi ¿, cấp số nhân có dạng 0, 0, 0,...., 0,.... 


Ví dụ 1. Chứng minh dãy số hữu hạn sau là một cấp số nhân : 


nên dãy số 
h5 7 
4 16 64 
¬h...  ..ẽ R lÏ 
là một cấp số nhân với công bói TAND Ei 


II - SỐ HẠNG TỔNG QUÁT 


t 2 
Hãy đọc hoạt động 2Š và cho biết ô thứ 11 có bao nhiêu hạt thóc 2? 
Bằng phương pháp quy nạp, ta có thể chứng minh được định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu cấp số nhân có số hạng đầu ¡ và công bội ¿ thì số hạng 
tổng quát u„ được xác định bởi công thức 


Ì với q >2. (2) 


XÉ= 
H„ = MỊ. q 
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Ví dụ 2. Cho cấp số nhân (u„) với  = 3, g =~g: 
a) Tính ¿. 
b) Hỏi ha là số hạng thứ mấy ? 

256 . .. 


Giải 


a) Áp dụng công thức (2), ta có 


6 
Hạ = Hị.4” = 2|~š] = vn 


b) Theo công thức (2), ta có 


l n-Ì 3 l nÏ l l 8 
M„= 3.| —— =-—©|--_- =—— =|—-|- 
% 256 2 256 2 
Suy ra 0— [=8 hay n=9. 
Vậy số _— là số hạng thứ chín. 8 
256 
Ví dụ 3. Tế bào E. Coli trong điều kiện nuôi cấy thích hợp cứ 20 phút lại 
phân đôi một lần. 
a) Hỏi một tế bào sau mười lần phân chia sẽ thành bao nhiêu tế bào ? 
b) Nếu có 10” tế bào thì sau hai giờ sẽ phân chia thành bao nhiêu tế bào ? 
Giải 
a) Vì ban đầu có một tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào nên ta có cấp số nhân với  = l, g = 2 và ⁄¡¡ là số tế bào nhận được 
sau mười lần phân chia. Vậy sau 10 lần phân chia, số tế bào nhận được là 
mị=1.2”1=2)° - 1024. 


b) Vì ban đầu có 10” tế bào và mỗi lần một tế bào phân chia thành hai tế 
bào nên ta có cấp số nhân với ⁄ị = 10”, q = 2. Vì cứ 20 phút lại phân đôi 
một lần nên sau hai giờ sẽ có 6 lần phân chia tế bào và +; là số tế bào nhận 
được sau hai giờ. Vậy số tế bào nhận được sau hai giờ phân chia là 


uy = 10.27” = 10°.2” = 6 400 000. M 


II - TÍNH CHẤT CÁC SỐ HẠNG CỦA CẤP SỐ NHÂN 
laŠ 
Cho cấp số nhân („) với u¡ = — 2 và g = 
a) Viết năm số hạng đầu của nó. 
b) So sánh „2 với tích uị. uạ và uy với tích w2. wạ. 
Nêu nhận xét tổng quát từ kết quả trên. 
ĐỊNH LÍ 2 
Trong một cấp số nhân, bình phương của mỗi số hạng (trừ 


số hạng đầu và cuối) đều là tích của hai số hạng đứng kề 
với nó, nghTa là 


HỆ —= Hr_1-My +] với k> 2 (3) 
(hay lu =AjMy_1-My +1 / 


Chứng mình. Sử dụng công thức (2) với k > 2, ta có 


— k2, 
My—1—=HỊ.q , 
— k 
th Dị = 5E <f 
2 _2k—2 k—12 _ _2 
SUY Tả Hự T1 . Hy +| = HỆ đ =(ứng } =uy.M 


IV - TỔNG ø SỐ HẠNG ĐẦU CỦA MỘT CẤP SỐ NHÂN 


8 4 
Tính tổng số các hạt thóc ở 11 ô đầu của bàn cờ nêu ở hoạt động #1. 


Cấp số nhân (u„) có công bội ø có thể viết dưới dạng 
2 n] 
MỊ. H1q. HỊđ....., 1q 2% 
Khi đó 


2 n—] 
sp = HỊ + Ma +... + H„ = HỊ + UỊQ +44 +... +Ịg `. (4) 
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Nhân hai vế của (4) với ø, ta được 
2 E) 
đ.Ÿy = MỊđ + H4“ + H4 +... +4, (Š) 


Trừ từng vế tương ứng của các đăng thức (4) và (5), ta được 
(~4)8,=m (=4). 
Ta có định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 3 
Cho cấp số nhân (u„) với công bội đ # 1. Đặt 


Sạ = HỊ + Mạ +... + Hụ. 


S _mq=4)), 


n 


l-q 


CHÚ Ý 
Nếu ¿ = I thì cấp số nhân là , ị, ⁄ạ, ..., ị, ... Khi đó S„ = 11.1. 


Ví dụ 4. Cho cấp số nhân („„), biết w¡ = 2, „ = 18. Tính tổng của mười 
số hạng đầu tiên. 


Giới. Theo giả thiết, uị = 2, ¡ = 18. Ta có 
Mạ =M1.—” = 2.q— = IS=„a=+3. 
Vậy có hai trường hợp : 


> ' 1Ö 
*®đq=3,ta có #2 =-výốớ:: 

1-3 

_—._ ^vl0 

*® g=-—3, ta có s¿ =2 SEềU, 1. 29524. 

I4) 
5 
Tính tổng .. 

3 3 Si 


BẠN CÓ BIẾT ? 


NHÀ VUA ẤN ĐỘ KHÔNG ĐỦ THÓC ĐỂ 
THƯỞNG CHO NGƯỜI ĐÃ PHÁT MINH RA 
BÀN CỜ VUA ! 


Hãy đọc lại * ở §4, chúng ta sẽ thấy số hạt thóc để làm phần thưởng chính là 


tổng 64 số hạng đầu của cấp số nhân với ¡ = 1 và ¿ = 2. Vậy 


— 64 
63_ 1q 2 ) _a64 L 
1-2 


Cứ cho rằng 1000 hạt thóc nặng 20 gam (cho dù ít hơn thực tế), thì khối lượng 
thóc là 


5%sa4=l+2+4+...+2 


20(2 —1) 

1000 
Nếu đem rải đều số thóc này lên bề mặt của Trái Đất thì sẽ được một lớp thóc 
dày 9 mm ! Thử hỏi, nhà vua làm sao có được một lượng thóc khổng lồ như vậy 2 


gam z 369 tỉ tấn. 


Bởi tập 
¬.......... lì h2. 7=. 
Chứng minh các dãy số z” + Íø "jÌg. là các cấp số nhân. 
2 


Cho cấp số nhân („) với công bội 4. 

a) Biết ị = 2, uạ = 486. Tìm 4. 

b) Biết z = s: HẠ = " Tìm ú. 

c) Biết  = 3, ø = —2. Hỏi số 192 là số hạng thứ mấy ? 

Tìm các số hạng của cấp số nhân („) có năm số hạng, biết : 

a) Ma = 3 Và us = 2T ; b) mạ — uạ = 25 Và 3 — ị = 50. 
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Tìm cấp số nhân có sáu số hạng, biết rằng tổng của năm số hạng đầu là 31 
và tổng của năm số hạng sau là 62. 

Tỉ lệ tăng dân số của tỉnh X là 1,4%. Biết rằng số dân của tỉnh hiện nay là 
1,8 triệu người. Hỏi với mức tăng như vậy thì sau 5 năm, 10 năm số dân của 
tỉnh đó là bao nhiêu ? 

Cho hình vuông C¡ có cạnh bằng 4. Người ta 
chia mỗi cạnh của hình vuông thành bốn phần 
bằng nhau và nối các điểm chia một cách thích 
hợp để có hình vuông C2 (h.44). Từ hình vuông 
C2 lại làm tiếp như trên để được hình vuông Ca, ..... 
Tiếp tục quá trình trên, ta nhận được dãy các 


hình vuông C1. Ca, Ca, š5Si5 ng S2: vẽ Hình 44 


Gọi z„ là độ dài cạnh của hình vuông C„. Chứng minh dãy số (z„) là một 
cấp số nhân. 


BÀI ĐỌC THÊM 


DÃY SỐ TRONG HÌNH BÔNG TUYẾT VÔN KỐC 
(HÌNH HỌC FRACTAL) 


Thuật ngữ "Fractal" được Bơ-noa Man-đen-bơ-rô (Benoit Mandelbrot) sử dụng 
vào năm 1975. Nó có gốc La-tinh "Fractus", nghĩa là một bề mặt không đều 
giống như một khối đá nứt gẫy. Theo B. Man-đen-bơ-rô thì : "Hình học Fractal có 
hai vai trò, nó diễn tả hình học của sự hỗn độn và nó cũng có thể diễn tả về hình 
học của núi, mây và các dải ngân hà". 

Các Fractal có hình thù mà ta có thể nhìn thấy trong tự nhiên, đó là cây, lá, khối 
đá, những bông tuyết ..... Song, rút ra được một công thức hình học của chúng 
như thế nào ? Làm thế nào để định hình được hình dạng của những bọt kem 
trong li cà-phê ? Hình học Fractal, lí thuyết về sự hỗn độn và những phép toán 
phức tạp liệu có thể trả lời được các câu hỏi này hay không ? Khoa học đang 
khám phá ra một trật tự không thể ngờ đằng sau những hiện tượng kì lạ có vẻ hết 
sức lộn xộn của vạn vật. 


Có thể nói Fractal là cấu trúc hình học được chỉ tiết hoá 
bằng cách mở rộng ở mọi tỉ lệ. Mỗi phần nhỏ của Fractal 
là sự mô phỏng của toàn bộ Fractal. Mỗi Fractal được tạo 
ra bởi quá trình lặp đi, lặp lại, trong đó sự kết thúc của quá 
trình trước lại là sự bắt đầu của quá trình tiếp theo. Để 
minh hoạ, ta hãy xét bông tuyết vôn Kốc do nhà toán học 
Thuy Điển vôn Kốc (von Koch) đưa ra vào năm 1904 (h.45). 


À đổ 
".. 


Hình 45 


H.von Koch 
(1879 - 1924) 


Bông tuyết đầu tiên K¡ là một tam giác đều có cạnh bằng I. Tiếp đó, chia mỗi 
cạnh của tam giác thành ba đoạn bằng nhau và thay mỗi đoạn ở giữa bởi hai 
đoạn bằng nó sao cho chúng tạo với đoạn bỏ đi một tam giác đều về phía ngoài, 


ta được bông tuyết K›. Cứ tiếp tục như vậy theo nguyên tắc : Từ bông tuyết K„ để 


có bông tuyết K ta chia mỗi cạnh của K„ thành ba đoạn bằng nhau và thay 


n+l? 
mỗi đoạn ở giữa bởi hai đoạn bằng nó, sao cho chúng tạo với mỗi đoạn bỏ đi một 
tam giác đều về phía ngoài. 


Quá trình trên lặp đi, lặp lại cho ta một dãy các bông tuyết K¡, K2, Ka,..., K„,... 


Kí hiệu C„, z„, p„ và S„ lần lượt là số cạnh, độ dài cạnh, chu vi và diện tích của 
bông tuyết K„, ta có các dãy số (Œ„), („). (p„). (S„). 
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1. Dãy số (C„) được cho bởi công thức truy hồi 


b =5 
Œ„.¡ =4.C„ với n>]. 
nÌ 


Dãy số (C„) là một cấp số nhân với Œ¡ = 3, ø= 4 và C„ =3. 4 


 ..A.....ẽ. . ` 
G12 2000201071145 000200290 xe: Si củ, iu và có 


nÌ 
3. Dãy số (p„) có p„ = C„.đ„ = 3(5] nên (p„) là một cấp số nhân với p¡ = 3, đ = : 


4 n 
1H 
#n+] 3 


4 : 
Vì p„> 0 và = =~>l nên p„.¡ > p„. Vậy („) là dãy số tăng và 


0 1HR h 
3 


D„ CÓ thể lớn bao nhiêu tuỳ ý (điều này sẽ thấy rõ hơn ở chương sau). 


4. Dãy số (S„) có 


13 1 v3 
CẢ_ 


2 ¬l 
in th lx ơn noi "ân 
3⁄3 (4 
hay m4 =ếyp 16 Ð 


Từ đây có thể suy ra 


L1. 9 


= ...ẽẽ. § TP 5D) < 2 


9 (9 9 l6 16 ¡4 5 
9 


Dãy số (S„) bị chặn trên. 


Điều thú vị của dãy vôn Kốc là ở chỗ chu vi p„ có thể lớn tuỳ ý với ø đủ lớn, trong 
khi diện tích Š„ lại bị chặn (!) 


Các nhà toán học đã cố gắng mô tả hình dạng của các Fractal từ hơn một trăm 
năm qua. Với khả năng của các máy tính hiện đại, Fractal đã trở thành một đề tài 
được quan tâm đặc biệt, bởi chúng có thể được diễn tả bằng kĩ thuật số và được 
khám phá qua mọi vẻ đẹp hấp dẫn của chúng. Fractal đang được sử dụng như 
một phương tiện hỗ trợ cho Toán học và nó cũng thể hiện được những nét đẹp 
văn hoá trong và ngoài hành tinh thông qua nền công nghiệp điện ảnh. 


Ôn tập chương III 


Khi nào thì cấp số cộng là dãy số tăng, dãy số giảm ? 


Cho cấp số nhân có ⁄¡ < 0 và công bội g. Hỏi các số hạng khác sẽ mang 


dấu gì trong các trường hợp sau : 
a)qa>02 b)z<0? 


Cho hai cấp số cộng có cùng số các số hạng. Tổng các số hạng tương ứng 
của chúng có lập thành cấp số cộng không ? Vì sao ? Cho một ví dụ 


minh hoa. 


Cho hai cấp số nhân có cùng số các số hạng. Tích các số hạng tương ứng của 
chúng có lập thành cấp số nhân không ? Vì sao ? Cho một ví dụ minh hoa. 


Chứng minh rằng với mọi ú e ÑỶ, ta có : 

a) 13” — 1 chia hết cho 6 ; b) 3m + 15n chia hết cho 9. 
Cho dãy số (u„), biết Ị = 2, w„+{ = 2w„„ — L (với n3 T). 

a) Viết năm số hạng đầu của dãy. 

b) Chứng minh 1„ = 2i “VMI bằng phương pháp quy nạp. 


Xét tính tăng, giảm và bị chặn của các dãy số (w„), biết : 


a) H„ =n - b) ư„ = CĐ” lai 
n n 


C) „ạ =n + —hn. 


Tìm số hạng đầu ¡ và công sai đ của các cấp số cộng („), biết : 


_ + 10us =0 b Mạ T HỊs = 60 

%=14; HẠ + ta = 1170. 

Tìm số hạng đầu ¡ và công bội ø của các cấp số nhân (w„), biết : 
Họ —= 192 b) MAẠ — M2 — 72 
u; =384; us — Mạ = 144; 


M2 + Ms — uạ = 10 
Mạ + Mẹ — s = 20. 
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19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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Tứ giác ABCD có số đo (độ) của các góc lập thành một cấp số cộng theo thứ 
tự A, B, C, D. Biết rằng góc Œ gấp năm lần góc A. Tính các góc của tứ giác. 
Biết rằng ba số +x, y, z lập thành một cấp số nhân và ba số x, 2y, 3z lập 
thành một cấp số cộng. Tìm công bội của cấp số nhân. 
Người ta thiết kế một cái tháp gồm I1 tầng. Diện tích bể mặt trên của 
mỗi tầng bằng nửa diện tích mặt trên của tầng ngay bên dưới và diện tích 
bề mặt trên của tầng 1 bằng nửa diện tích đế tháp. Biết diện tích mặt đế 
tháp là 12 288 m'. Tính diện tích mặt trên cùng. 
⁄ . ` ¬“ ..... 8 - ¬ `. ....- 
Chứng minh răng nếu các số a“, b“, cˆ lập thành một cấp số cộng (zbc # 0) 
l 
+€ c+a a+b 


thì các số cũng lập thành một cấp số cộng. 


Bòi tập trắc nghiệm 


Cho dãy số (u„), biết „„ = 3”. Hãy chọn phương án đúng : 
a) Số hạng „„¡ bằng : 
(A)3”+1; (B)3”+3; (C) 3”.3 ; (D) 3( + 1). 
b) Số hạng z2„ bằng : 
(A) 2.3”: (B) 9”; (C3 ”+3; (D) ốñ. 
c) Số hạng „„_¡ bằng : 
1 


(A)3”—1; (B) -.3”: (C)3”—3; (D) 3ø - 1. 
d) Số hạng ;„_¡ bằng : 
EÄ) 34 %1 (B2 3g (5 củ. 208 


Hãy cho biết dãy số („) nào dưới đây là dãy số tăng, nếu biết công thức số 


hạng tổng quát u„ của nó là : 


QÀI CC), sin= : () C1” +1); 
lØ'e= =i 8= 
Nn+1+n` n+1 


1ó. 


17. 


18. 


19. 


Cho cấp số cộng —-2, x, 6, y. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 


(A)x=-6,y=-2; (B)x=l,y=7; 

(=2. 3<: 3# =2.>y =1. 

Cho cấp số nhân —-4, x, 9. Hãy chọn kết quả đúng trong các kết quả sau : 
(A)x=36; (B)x=-6,5 ; 

(C)x=6; (D)x=-36. 


Cho cấp số cộng („). Hãy chọn hệ thức đúng trong các hệ thức sau : 


(A) HỊ0 † H20 


5 = Hs + HỊ0 ; (B) mọo + 210 = 2/150 ; 


110-120 
D) — 
(D) 5 


(C) „10 -U30 = H20 ; = H20: 


Trong các dãy số cho bởi các công thức truy hồi sau, hãy chọn dãy số là 
cấp số nhân : 


MỊ = MỊ = HH 
(A) xổ (B) : 
Mn+1 — lụ Hạ+| = 3Mp 
Ị — —3 
(C) : (D)7, 71, T1,..., THI...?. 
Mny+i = Mạ +Ï n chữ số 7 
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GIỚI †TIEITT 


Chương này cung cấp những kiến thức mở đầu về Giải ích. Nội dung của chương xoay 
quanh hai khái niệm cơ bản là giới hạn và liên tục. 

Chính những khái niệm và các phép toán về giới hạn và liên tục là cơ sở cho việc nghiên 
cứu các nội dung khác của Giải tích (Đạo hàm, Tích phân, ..). Đặc biệt, chúng sẽ cho 
phép giải quyết nhiều bài toán của khoa học và thực tiễn, mà ta không thể giải quyết 
được nếu chỉ dùng các kiến thức của Đại số. Đó chính là những bài toán liên quan tới 
sự vô hạn. 


NGHỊCH LÍ CỦA ZÊ-NÔNG (ZÉNON) 


HS. ^5----=-. 5... ..- 
š lhh@6<<4 © 


> =. 1t... n6. 


A-sin (Achille) - một lực sĩ trong thần thoại Hy Lạp, người được mệnh danh là 
"có đôi chân chạy nhanh như gió" đuổi theo một con rùa trên một đường thẳng. 
Nếu lúc xuất phát, rùa ở điểm A¡ cách A-sin một khoảng bằng ø khác 0, thì mặc 
dù chạy nhanh hơn, A-sin cũng không bao giờ có thể đuổi kịp rùa. 

Thật vậy, để đuổi kịp rùa, trước hết A-sin cần đi đến điểm xuất phát A; của rùa. 
Nhưng trong khoảng thời gian đó, rùa đã đi đến một điểm A; khác. Để đuổi tiếp 
A-sin lại phải đến được điểm A; này. Khi A-sin đi đến điểm A, thì rùa lại tiến lên 
điểm A+, ... Cứ như thế, A-sin không bao giờ đuổi kịp rùa. 


Câu chuyện trên là nghịch lí nổi tiếng của Zê-nông (Zénon dÉlée 496 - 429 
trước CN) - một triết gia Hy Lạp ở thành phố Edée, phía nam nước Ý bây giờ. 
Nghịch lí của ông góp phần thúc đẩy sự xuất hiện khái niệm giới hạn. Nhờ khái 
niệm giới hạn, con người có thể nghiên cứu các vấn đề liên quan tới sự vô hạn 
trong Giải tích. 


III 


& GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 


I— GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ 


1. Định nghĩa 
1 


Cho dãy số (w„) với w„ =ˆ.. 
H 


Biểu diễn (w„) dưới dạng khai triển : 1, +L,2,+,}....._ 
, 4 5 100 
Biểu diễn (w„) trên trục số (h.46) : 
Hạ 
0 1 3 1 
Ms 3 2 
: Họ MẠ kế H2 HỊ 


“100 Hình 46 
a) Nhận xét xem khoảng cách từ z„ tới 0 thay đổi thế nào khi ø trở nên rất lớn. 


b) Bắt đầu từ số hạng z„ nào của dãy số thì khoảng cách từ z„ đến 0 nhỏ hơn 0,01 ? 
0,001 2 


(Ta cũng chứng minh được rằng |„| = - có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể 
từ một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là |u„| có thể nhỏ bao nhiêu cũng được miễn là 
chọn ø đủ lớn. Khi đó, ta nói dãy số (w„) với „„ == có giới hạn là 0 khi ø dần tới 
dương vô cực). 

ĐỊNH NGHĨA 1 


Ta nói dãy số (u„) có giới hạn là 0 khi n dân tới dương vô cực, 
nếu |u„| có thể nhỏ hơn một số dương bé tuỳ ý, kể từ một số hạng 
nào đó trở đi. 

Kíhiệu : lim „ =0 hay w„ —> 0Ö khi ñ —> +œ. 


ñ->+œ 
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Như vậy, („) có giới hạn là 0 khi ø — +œ nếu z„ có thể gần 0 bao nhiêu 


cũng được, miễn là ø đủ lớn. 


: ¬ ` CỬ" 
Ví dụ I. Cho dãy số (u„) VỚI H„ = : 


2 
H 
Biểu diễn (z„) trên trục số (h.4?) : 
=] HẠ Ms Ö_ Hự H2 Ị 
——————  e——>—}————— 
1 7U ƒ l 
"ị 9 25 +16 Fì 
\ 
\ 
: 1 
Mio= 100 
Hình 47 


Người ta chứng minh được rằng lim z„ = 0, nghĩa là |u„| có thể nhỏ hơn 
ñ¡->+œ 


một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 


Chẳng hạn : 
(D?" 1 l 1 
sị=E# =-z<0,01 hay lu |=-z< Tnn 
H n^ 
với mọi 7 thoả mãn n” > 100 hay ø > 10. 
Nói cách khác, 
Tương tự, 
1 


li I= Ra 0,000 01 hay |u„| = BC TT] 


với mọi 7 thoả mãn nF > 100 000 hay ø > 100 000 + 316,2. 
Vậy |u„| < 0,000 01 kể từ số hạng thứ 317 trở đi. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Ta nói dãy số (»„) có giới hạn là số ø (hay v„ dần tới 2) khi  —> +, 
nếu lim (w„ — đ) = 
_>+œ 


Kíhiệu : lim v„ = ø hay v„ạ-> a khi ñ —> + œ. 
”_>+œ 
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Ví dụ 2. Cho dãy số (v„) VỚI vụ ca ng Chứng minhrằng lim vw„ =2. 
lì ”_>+œ 


Giải. Tacó lim (w„—2)= lim ba = 2] ¿lên ei0i 


ñ”->+œ ñ->+œ l4) ñ—>+œ T1 
: : 2n+ I1 
Vậy lim v„ạ= lim ———=2. M 
ñ->+œ n>+œ Tì 


2. Một vài giới hạn đặc biệt 
Từ định nghĩa suy ra các kết quả sau : 


a) lim = =0; lim Bà = Ú với k nguyên dương ; 
n—>+œ nñn->+œn 


b) lim 4z” =0 nếu lạl< 1; 


ø#_>+® 


c) Nếu „= c (c là hằng số) thì lim „„= lim c=c. 
ñứ->+œ ñ->+œ 


CHÚ Ý 
Từ nay về sau thay cho lim ư„ = 4, ta viết tất là lim, = a. 
ø#>+®œ 


II - ĐỊNH LÍ VỀ GIỚI HẠN HỮU HẠN 


Việc tìm giới hạn bằng định nghĩa khá phức tạp nên người ta thường áp dụng 
các công thức giới hạn đặc biệt nêu trên và định lí sau đây mà ta thừa nhận. 


ĐỊNH LÍ 1 
a) Nếu limu„ = a và limy„ = b thì 


s lim(w„ +v„)=a+b * lim(w„ — v„)=a—b 


* lim@,.v„) = a.b * lim" = — (nếu b #0). 


Yn 


b) Nếu „„ > 0 với mọi ø và limw„ = a thì 


a>0và lim ju„ = va. 
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2 


._ 3H TH 
Ví dụ 3. Tìm lim 
l+" 
1 
2 Na 
Giải. Chia tử số và mẫu số cho 7“, ta được = ũ 


H ñm" 
¬. 1 .Í 
Vì lim| 3—-— | = lim3-—- lm—=3—-0=3 
n n 
và TI + | = iu tên S)20fate=ttted 
H ñm" n n 
TP _.1 Iim|3= =) 3 
nên tư” ; =lim1—*—= _ E ân 
l+n ca Hm| „2 +1] 
H m" H ñm" 
2 
1ý 8u -4/0Phñ lim CC, 
1—-2n 
TP ad raa 
lÿ'fXie8'iime= main 
1—-2n 1—-2n 
1 
n nứt Rku 3 
=lim—}# = lim” =  =-I. ẤN 


II - TỔNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN 


» Cấp số nhân vô hạn („) có công bội ¿, với |¿| < 1 được gọi là cấp số 
nhân lùi vô hạn. 
Chẳng hạn, hai dãy số sau là những cấp số nhân lùi vô hạn : 
¬¬m: 1 ` „ l 
‹„——,... VỚI CÔng bội g = — ; 
ĐÀM 3 
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-Ì 
: Ït: 4ƒ l1 tŸ 1 
— Dãy số l1, vs "—= ,... VỚI CÔn8 bội g=——. 

ữ 39” 27'8I [ J] Vào INN 


s Cho cấp số nhân lùi vô hạn („) có công bội ¿. Khi đó, 


Í= H 
Šy ái +úg tạ toc uy =5, —Ấ2 = TC ~[ = |" 
J=ữ liệt l -Asmig 


Vì |ạ| < 1 nên lim” =0. Từ đó ta có 


Giới hạn này được gọi là tổng của cấp số nhán lùi vô hạn (u„) và được kí 
hiệu là Š = Ị + Mạ + M3 +...+ M„ +... 


Như vậy 


§=— (|<1. 
-đ 


Ví dụ 5 
a) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn („), vỚi „ = — 
n-Ì 
bì!tithWfifie: T6 ca 4à đệ sẽ +cc 
2 4 8 P 
Giải 


l l 
a) VÌ uy = — niên 1 = —, „2o để 
ST 3 5 


=—+ sạš Hư . 
3.0. 27 ." =ă".x- 
3 


b) Các số hạng của tổng lập thành cấp số nhân lùi vô hạn với w„ị = l, 


. 
s.n 


IV - GIỚI HẠN VÔ CỰC 


1. Định nghĩa 


R 


2 

Có nhiều tờ giấy giống nhau, mỗi tờ có bề dày là 
0,1mm. Ta xếp chồng liên tiếp tờ này lên tờ 
khác (h.48). Giả sử có thể thực hiện việc xếp 
giấy như vậy một cách vô hạn. 

Gọi ¡ là bề dày của một tờ giấy, u; là bề dày 384 000 km 
của một xếp giấy gồm hai tờ, ; là bề dày của 


một xếp giấy gồm ba tờ, ...., „ là bề dày của 


một chồng giấy gồm z tờ. Tiếp tục như vậy, ta 


có được dãy số vô hạn („). 
Bảng sau đây cho biết bề dày (tính theo mm) 


' GÀ 3 xế Hình 48 
của một số chồng giây. 
MỊ Rẽ 11000 | '' | #1000 000 s 1000 000 000 Sở Hạ 
0,1 _ 100 s5 100 000 ¬ 100 000 000 T 


a) Quan sát bảng trên và nhận xét về giá trị của w„ khi ø tăng lên vô hạn. 

b) Với như thế nào thì ta đạt được những chồng giấy có bề dày lớn hơn khoảng 
cách từ Trái Đất tới Mặt Trăng ? (Cho biết khoảng cách này ở một thời điểm xác 
định là 384 000 km hay 384.10” mm). 


(Ta cũng chứng minh được rằng „„ = nh có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ 


một số hạng nào đó trở đi. Khi đó, dãy số („„) nói trên được gọi là dần tới dương vô 
cực, khi n —› +). 
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ĐỊNH NGHĨA 


s Ta nói dãy số (u„) có giới hạn +œ khi n —> +œ, nếu w„ có thể 
lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 


Kí hiệu : lim, = +œ hay r„ —> +œ khi n —> +©. 


*® Dãy số (u„) được gọi là có giới hạn -œ khi n —> +œ nếu 
lim(- „) = +œ. 


Kí hiệu : lim, = —œ hay w„ —> —œ khi nñ —> +œ. 
NHẬN XÉT 
lim „ạ = +œ <©> lim(_— w„) = — œ. 
Ví dụ 6. Cho dãy số (u„) với u„ = n”. 


Hình 49 cho một biểu diễn các số hạng của („) trên trục số. 


MỊ Hạ Mạ HẠ óc tụ 
—+——k——--------------------.-r~ 
01 4 9 16 ¬ 72 
Hình 49 


Biểu diễn hình học này cho thấy, khi ø tăng lên vô hạn thì „ trở nên 
rất lớn. Hơn nữa, người ta chứng minh được rằng limw„ = +, nghĩa là w„ 
có thể lớn hơn một số dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
Chẳng hạn, z„ > 10 000, hay n7 > 10 000 khi ø > 100. 
Vậy z„ > 10 000 kể từ số hạng thứ 101 trở đi. 
Tương tự, ư„ > 107” hay mF > 10'” khi n > 10', 
Vậy u„ > 10” kể từ số hạng thứ 10'' + 1. 
Một vài giới hạn đặc biệt 
Ta thừa nhận các kết quả sau : 

a) lim nỄ = + với k nguyên dương ; 


b) lim” = +œ nếu g > 1. 


3. Định lí 
Ta thừa nhận định lí dưới đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


Mac `. Š c5 W 

a) Nếu lim, = z và limv„ = ‡œ thì lim-“ =0. 
y 
n 


b) Nếu limu„ = ø> 0, limvy„ =0 và v„ > 0 với mọi ø thì 


c) Nếu limư„ = +œ và limv„ = ø>0 thì limuw,y, = +. 


Wdii2: Đm lim “TC. 
n.3" 
2n+5 2+Š 
Giải. Chia tử và mẫu cho ø, ta được = 1 
n.3”" Sử 
Ki Bị x Š 
Vì ln|2 vã] = 2 và lim3= +œ nên 
n 
5 
Sàn 
[=> dàn: 11a 
n.3" 3” 
Ví dụ 8. Tìm lim (wF — 2n - I). 
Giái:'ta sổ.w2= 2n1s„2| 1x2 c- |. 
n nỄ 
Vì limnF = = +œ và ñm —— ca] “1> 0 nên 
file = lsôn: 
n nỄ 


Vậy lim (né — 2n — 1) = +œ, 
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BÀI ĐỌC THÊM 
QUAY VỀ NGHỊCH LÍ ZÊ-NÔNG 


Sau khi đã học về giới hạn của dãy số, ta có thể giải thích như thế nào về nghịch 
lí "A-sin không đuổi kịp rùa" ? 

Để đơn giản, ở đây ta chỉ xét một trường hợp cụ thể (trường hợp tổng quát được 
giải quyết tương tự). 

Giả sử tốc độ chạy của A-sin là 100 km/h, còn tốc độ chạy của rùa là I km/h. Lúc 
xuất phát, rùa ở điểm A¡ cách A-sin 100 km (h.50). 


O 100 km An Áa 


Hình 50 
Ta tính thời gian A-sin đuổi rùa, bằng cách tính tổng thời gian A-sin chạy hết các 


quãng đường ÓA¡, A¡4¿, Az4x,...., A„_¡A„, ... Nếu tổng này vô hạn thì A-sin 
không thể đuổi kịp được rùa, còn nếu nó hữu hạn thì đó chính là thời gian mà A-sin 
đuổi kịp rùa. 


Để chạy hết quãng đường ØA = 100(km), A-sin phải mất thời gian r¡ = „ = 1(h). 
Với thời gian /¡ này, rùa đã chạy được quãng đường A¡4› = I(km). 


Để chạy hết quãng đường A¡4As = I(km), A-sin phải mất thời gian ¡› = h). Với thời 


1 
100! 
gian /› rùa đã chạy thêm được quãng đường 424 = ng (km). 

Tiếp tục như vậy, để chạy hết quãng đường A„_¡„ = —.. (km), A-sin phải mất 
100": 
thời gian „= —— (h). 
1007” 
Vậy tổng thời gian A-sin chạy hết các quãng đường ÓA¡, A¡Aa, A24, ..., Á„_¡A„„... là 


T=l+ : + |: +...+ : +... (h) 
100 1002 1007 100” 


Đó là tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn với ¡ = 1, công bội ST nên ta có 


1 
l 99 99 


le 
100 


Như vậy, A-sin đuổi kịp rùa sau = giờ. 


Kết quả trên (đạt được nhờ áp dụng khái niệm giới hạn) cho phép giải thích 
nghịch lí của Zê-nông. 


Bòi tập 


Có I kg chất phóng xạ độc hại. Biết rằng, cứ sau một khoảng thời gian 
7 = 24 000 năm thì một nửa số chất phóng xạ này bị phân rã thành chất 
khác không độc hại đối với sức khoẻ của con người (7 được gọi là chu kì 
bán rãi). 


Gọi „ là khối lượng chất phóng xạ còn lại sau chu kì thứ ø. 
a) Tìm số hạng tổng quát „ của dãy số („). 
b) Chứng minh rằng („) có giới hạn là 0. 


c) Từ kết quả câu b), chứng tỏ rằng sau một số năm nào đó khối lượng chất 
phóng xạ đã cho ban đầu không còn độc hại đối với con người, cho biết 
chất phóng xạ này sẽ không độc hại nữa nếu khối lượng chất phóng xạ còn 


lại bé hơn 10 g. 


Biết dãy số („) thoả mãn |, — | < với mọi ø. Chứng minh rằng 


nŠ 
limưw„ạ = Ï. 
Tìm các giới hạn sau : 
2 

IXjg su bï lim Si: 

3m + 2 2n? +1 

n n 2 
c) thà ST ST : đ) lim 2m =nrT. 

4206027 TU 
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Để trang hoàng cho căn hộ của mình, chú chuột Mickey quyết định tô màu 
một miếng bìa hình vuông cạnh bằng I. Nó tô màu xám các hình vuông 
nhỏ được đánh số lần lượt là 1, 2, 3, ..., ø, ..., trong đó cạnh của hình vuông 
kế tiếp bằng một nửa cạnh hình vuông trước đó (h.51). 


Hình 51 


Giả sử quy trình tô màu của Mickey có thể tiến ra vô hạn. 
a) Gọi „ là diện tích của hình vuông màu xám thứ ø. Tính ị, u; , „4 Và Hạ, 


b) Tính lim%„ với Š„ = Ị + Hạ + Mạ +...+ Hạ, 


n 
Tính tổng s=-l+L_-1„ „ (D 
10 102 101 


Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn ø = 1,020 202... (chu kì là 02). Hãy viết 
a dưới dạng một phân số. 


Tính các giới hạn sau : 


a) limŒ + 2n” —n+ 1) ; b) lim (—n” + 5n — 2) : 
c) lim lún? —ú— ) ị d) lim(\»ˆ —ñ +). 


Cho hai dãy số (u„) và (v„). Biết lim z„„ = 3, lim v„ = +. 
Tính các giới hạn : 
l Wụ + 2 


dã lái 2T Say b) lim-3— 


u„ +1 „5= 


& GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 


I~ GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI MỘT ĐIỂM 


1. 


Định nghĩa 
1 
2_— 2. 
Xét hàm số /a)=^—””, 
= 


1. Cho biến x những giá trị khác 1 lập thành dãy số (x„), x„ — I như trong bảng sau : 


3 4 5 n+Ì 
*#|#xi.=2 KG LG Š YạPi v. X„ = P : —> Ì 
9| Ấ@œ) | @2) | @a) | x0 - #0) . ị/= 


Khi đó, các giá trị tương ứng của hàm số 
Ji). # G6 kạnJGY Tòmn 
cũng lập thành một dãy số mà ta kí hiệu là (ƒ(x,)). 


a) Chứng minh rằng ƒ(x,„) = 2x„ = SG : 
n 


b) Tìm giới hạn của dãy số ƒ(x„)). 


2. Chứng minh rằng với dãy số bất kì (x„), x„ #l và x„ —> 1, ta luôn có ƒ(x„) —> 2. 
(Với tính chất thể hiện trong câu 2, ta nói hàm số ƒ(+) =.. có giới hạn là 2 
khi x dần tới 1). ì 

| 2C) 
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Dưới đây, thay cho các khoảng (ø ; Ðb), (œ ; b), (g ; +œ) hoặc (—œ ; +œ), 
ta viết chung là khoảng K. 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho khoảng K chứa điểm xọ và hàm số y = ƒ{x) xác định trên 
K hoặc trên K` {xo}. 

Ta nói hàm số y = (+) có giới hạn là số L khi x dần tới xọ nếu với 
dãy số (x„) bất kì, x„e KÝ {xe} và x„ —> xọ, ta có ƒ(x„) —> L. 


Kíhiệu : lim ƒ(x) = L hay ƒ(x) —> L khi x — *g. 
x->%g 


2 — 
Yêd0ibf;Ghettiya6:7)<£7=” 
x+2 


. Chứng minh rằng lim ƒ(x) = -4. 
x->-2 


Giải. Hàm số đã cho xác định trên R \{—2)}. 
Giả sử (x„) là một dãy số bất kì, thoả mãn x„ # —2 và x„ —> —2 khi ñ —> +. 
Ta có 


2 
- 2 —2 
lim ƒŒạ) = im^#—— ¬ tim Fến † 2Œ ~ 2) 
- (1:2) 


= lim(v„ — 2) = -4. 


n 


Dođó lim ƒ(x) = -4. 8 
x->-2 


(Lưu ý rằng, mặc dù ƒ(z) không xác định tại x = -2, nhưng hàm số lại có 
giới hạn là —4 khi x — —2). 


NHẬN XÉT 
lim x= xạ; lim c=‹c, với c là hằng số. 
*->*g *->%p 
Định lí về giới hạn hữu hạn 


Ta thừa nhận định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


á) Giả sử lim ƒ@)=Lvà lim g(x) = M. Khi đó 
+*->*%p x->*%g 


lim [#@) +ø()| =L+M:; 


x->%g 


lim [ƒ(+)- g(%)|= L— M; 


*->%p 


lim [ƒ(3).s(@)|= L.M : 


x->%p 


lim Lên CS ; 


— (nếu M z 0). 
x>aoøŒ)  M 


b) Nếu ƒ(x) >0 và lim ƒ(+) =L, thì 


x->*g 
L>0và lim Jƒ(x) =VL. 
+x->*%g 


(Dấu của ƒ(x) được xét trên khoảng đang tìm giới hạn, với 
x# xp). 


6) 
| 
Ví dụ 2. Cho hàm số ƒ@x) = Ẵ——. Tìm lim ƒ@). 
2x x—>3 
Giải. Theo Định lí I ta có 
2 lim @& + l) 


x +1 x3 


lim ƒ(x) = lim =_=. 
x5 x->3 2A'x lim 2x 
x3 
lim x7 + limI — lim x. lim x+ lim 1 
_ z—3 x>3_ _ x3 x3 x3 non. T 
lim 2. lim AÍx lim 2. [lim x 2V: ' xử3 
x>3  x—>3 x—>3 x—3 
xˆ +x~—2 


Ví dụ 3. Tính lim 
x>l x—] 


Giỏi. Vì (x — 1) — 0 khi x —> 1, nên ta chưa thể áp dụng Định lí I nêu trên. 
# #3 27...10ý =1) E4 2N - 
# }L #„= 


Nhưng với x # Ï ta có 3n E2” 
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Do đó, 


X tk T2 mm Œ= DŒ +2) 


lim lít 


= lim(x+2)=3. M 
xl x—l x—l x-] x—l 


3. Giới hạn một bên 
Trong Định nghĩa 1 về giới hạn hữu hạn của hàm số khi x —> xọ, ta xét dãy 
số (x„) bất kì, x„ e (2 ; )Nxạ} và x„ — xạ. Giá trị x„ có thể lớn hơn hay 
nhỏ hơn xạ. 


Nếu ta chỉ xét các dãy (x„) mà +x„ luôn lớn hơn xạ (hay luôn nhỏ hơn xạ), 
thì ta có định nghĩa giới hạn một bên như dưới đây. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


° Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên khoảng (xọ ; Ð). 
Số L được gọi là giới hạn bên phải của hầm số y = ƒ(x) khi 
x — xo nếu với dãy số (x„) bất kì, xọ < x„< Ð và x„ —> xọ. ta 
có ƒ(x„ạ) —> L. 
Kíhiệu: lim ƒ(%) = L. 
x—>30 
s Cho hàm số y = ƒfx) xác định trên khoảng (đ ; +). 
Số L được gọi là giới hạn bên trái của hầm số y = ƒ(x) khi 
x —> + nếu với dãy số (x„) bất kì, đ < x„ < #ọ Và x„ —> #ọ, fa 
có ƒ(x„) —> L. 
Kíhiệu: lim ƒ(x)= L. 
x—>30 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


lim ƒ(x)= L khi và chỉkhi lim ƒ(x)= lim ƒ(x) = L. 


x-**0 x>*g X->*g 
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5x+2 nếux>] () 
Ví dụ 4. Cho hàm số Tùïs= : 
x“ —3 nếu x< 1. (2) 


Tìm lim ƒ(+), lim ƒ(z) và lim ƒ(+) (nếu cô). 
x>l xi” xl 


Giải. Ta có, lim ƒ(x)= lim (x7 —3)=l—3=-2; 


x>l_” x>l_” 
lim ƒ(*)= lim (Sx+2)=5.l+2= 7. 
x>l" x>l" 


Như vậy, khi x dần tới 1 hàm số y = ƒfx) có giới hạn bên trái là —2 và giới hạn 


bên phải là 7. Tuy nhiên, lim ƒ(+) không tổntạivì lim ƒ(+)# lim ƒ(+). 8 
x->l xl_ x>l" 


* 2 

Trong biểu thức (1) xác định hàm số y = ƒ(x) ở Ví dụ 4, cần thay số 2 bằng số nào 
để hàm số có giới hạn là ~2 khi x —› 1 ? 

II - GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI VÔ CỰC 
3 


Cho hàm số ƒ(x) = 


: 5 có đồ thị như ở Hình 52 


x— 


Hình 52 
Quan sát đồ thị và cho biết : 


- Khi biến x dần tới dương vô cực, thì ƒ(x) dần tới giá trị nào. 
- Khi biến x dần tới âm vô cực, thì ƒ(x) dần tới giá trị nào. 
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ĐỊNH NGHĨA 3 


a) Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên khoảng (ø ; +œ). 
Ta nói hàm số y = ƒ(x) có giới hạn là số L khi x —> +œ nếu với 
dãy số (x„) bất kì, x„ > đ và x„ —> +œ, ta có ƒ(x„) —> L. 


Kíhiệu: lim ƒ(v) = L hay fq&) —> L khi x —> +. 
x->+œ 


b) Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên khoảng (—œ ; đ). 
Ta nói hàm số y = ƒ(x) có giới hạn là số L khi x —> —œ nếu với 
dãy số (x„) bất kì, x„ < đ và x„ => —œ, ta có ƒ(x„) —> L. 


Kíhiệu: lim ƒ(x) = L hay ƒ&) —> L khi x —> —œ. 


x—>—œ 


: ø) : : 
Ví dụ 5. Cho hàm số ƒ(x) = hao, Tìm lim ƒ(+) và lim ƒ(+). 
x1 x->+œ 


-_1” x>—œ 
Giải. Hàm số đã cho xác định trên (—œ ; 1) và trên (1; +œ). 


® Giả sử (x„) là một dãy số bất kì, thoả mãn x„ < l và x„ —> —œ. 


3 
2x„+3 l2 
Ta có lim ƒ(x„) = lim ““—` = lim H2, 
Tụ — †£:c= 
*n 
2x+3 


Vậy lim ƒ(xy)= lim 
x->—œ x>-œ X— 


® Giả sử (x„) là một dãy số bất kì, thoả mãn x„ > l và x„ —> +œ. 


2.48 2+— 
Ta có lim ƒ(x„) = lim ““—ˆ = lim ——“~ = 2. 
x„ —Ì 1.1. 
*ụ 
Ẳno ny300=lÌBb/ 2C 0 ¡8 
x—>+œ xo>+œo x—Ï 


CHÚ Ý 
a) Với c, k là các hằng số và k nguyên dương, ta luôn có : 
É 


: 5 : € : 
lim c=c; lim c=c; lim ——=0; lim -——-=0. 
x->+œ x—>-œ x—>+® x x>-® x 


b) Định lí I về giới hạn hữu hạn của hàm số khi x —> xạ vẫn còn 
đúng khi x —> +œ hoặc x —> —œ. 


2 — 
Ví dụ 6. Tìm lim An Siei ch 


x>+œ© x“ +] 


3.2% : An Ẩ 2 :: 
Giải. Chia cả tử và mẫu cho 1x“, ta có 


: 2 
Su si = lim l = 5] lim 3— lim = 
lim | = lim X 5 +x—>+œ _ +x->†9 _— 
x>+?® x“ +] x->†91„ = lim h + sã lim I+ lim =5 
X x—+oœ x? x—+œ x->†+® x 
= 
1+0 


II - GIỚI HẠN VÔ CỰC CỦA HÀM SỐ 

1. Giới hạn vô cực 
Các định nghĩa về giới hạn +œ (hoặc —œ) của hàm số được phát biểu tương 
tự các định nghĩa l1, 2 hay 3 ở trên. 
Chẳng hạn, giới hạn -œ của hàm số y = ƒ(+) khi x dần tới dương vô cực 


được định nghĩa như dưới đây. 


ĐỊNH NGHĨA 4 


Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng (ø ; +œ). 

Ta nói hàm số y = ƒ(x) có giới hạn là —œ khi x —> +œ nếu với 
dãy số (x„) bất kì, x„ > đ và x„ —> +œ, ta có ƒ(x„) => —%. 
Kíhiệu: lim ƒ(xy)=—œ hay ƒ(x) —> —œ khi x —> +œ. 


+x->†® 
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NHẬN XÉT 


lim ƒ(x)=++œ< lim (—ƒ(%))= —-œ. 
x—>+œ x->+œ 


2. Một vài giới hạn đặc biệt 


a) lim xÃ = +øœ với k nguyên dương. 


x—>+œ 

b) lim xế =—œ nếu #là số lẻ. 
*x—>—œ 

c) lim xŸ = +œ nếu & là số chẵn. 
x>—œ 


3. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực 
Định lí về giới hạn của tích và thương hai hàm số chỉ áp dụng được khi tất 
cả các hàm số được xét có giới hạn hữu hạn. 
Sau đây là một vài quy tắc tính giới hạn của tích và thương hai hàm số khi 
một trong hai hàm số đó có giới hạn vô cực. 
a) Quy tắc tìm giới hạn của tích ƒ(x).øg(x) 
Nếu lim ƒ(x)=Lz0 và lim ø(xy) = +œ(hoặc -œ©) thì lim ƒ(+)g(x) 


x->%g x->*%g x->%g 


được tính theo quy tắc cho trong bảng sau : 


im ƒ(Œœ) lim gŒœ) lim ƒ@œ)g@) 
x->*%g x->*%g x->*%g 

+œ +œ 
L»>0 

—OœĐ —OœĐ 

+œ —OœĐ 
L<0 

—Oœ° +©œ° 
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/Œ) 


b) Quy tắc tìm giới hạn của thương ———~ 


ø(x) 

lim ƒ@) | lim #Œ) | Dạu của gọ) Iim 2 
xX->*%g xX->*%g *->*g ø(*) 
TP +œ Tuỳ ý 0 
L>0 + +oœO° 

0 — —oœO 
L<0 bã ca: 
I: +œ 


(Dấu của s(+) xét trên một khoảng K nào đó đang tính giới hạn, với x # xạ). 


CHÚ Ý 
Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp x —> *ọg ` =. 
X —>+œ Và x —> —œ, 


Ví dụ 7. Tìm lim (xÌ—2x). 


x->—œ 


Giải. Ta có (x) -2x)= xŸ h _ 3] 
Xx 


x->—œ x->—-œ x—>—œ 


Vì lim x =-œvà lim [t~2]=1> 0 mm lim #-Š]=-= 
X 


Vậy lim (œ`-2x)= lim #Íi-ÃJ=-: " 


x—>—œ x—>—-œ 


Ví dụ 8. Tính các giới hạn sau : 


`. =. )".. = 
x>[L_” x_—I ư Xx— 
Giải 
a) Tacó lim (x—-l)=0,x— l<0 với mọi x< I và 
xl 


lim (2x - 3) = 2.1—- 3= -—1<0. 


x>l_” 
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D2. v0 e 


x>Ll #— 


+œo, 


b) Iacó lim (x—-l)=0,x— lI>0 với mọi x> I và 
x>l” 


lim (2x - 3) = 2.I— 3 = —-l< 0. 


x1 


Bởi tập 
1. Dùng định nghĩa, tìm các giới hạn sau : 
2 
x+I b) h- 5X 
x4 3x _— 2 x->+œ x +3 
2. Cho hàm số 


2x nếu x< 0 


NI: NY 


"` z | , lộ 
và các dãy sỐ (/„) VỚI w„ = —, (V„) VỚI V„ = ——. 
n n 


Tính lim„, lim v„, lim ƒœ„) và lim ƒŒ/,). 


Từ đó có kết luận gì về giới hạn của hàm số đã cho khi x — 0 ? 


3. Tính các giới hạn sau : 


2 _—_ ¬~~- / —— 
=.. nan. "nh. 
x-3 x+ÏI x>-2 x+2 x>è6  xX—Ô 
7 2 — 
Jin S6, ‹32ð(PMG sân dụ Độ 
x>+œo 4—x xo+ y2 +] x->+œ 34+x# 


4. Tìm các giới hạn sau : 
ẩj Thi =_ ủ$ Tùn T : 2x7 
x>2(x— 2) xạ 6⁄4 x1? #—] 
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x+2 


5. Cho hàm số ƒ(x) = có đồ thị như trên Hình 53. 


xi—9 


Hình 53 
a) Quan sát đồ thị và nêu nhận xét về giá trị hàm số đã cho khi x —> —, 
x3 và x —> -3”. 
b) Kiểm tra các nhận xét trên bằng cách tính các giới hạn sau : 
se lim ƒ(z) với ƒ{x) được xét trên khoảng (—œ ; —3), 
x->—œ 


e lim ƒ(x) với ƒ{x) được xét trên khoảng (—3 ; 3), 


x>3_ 

se lim ƒ(x) với ƒ{x) được xét trên khoảng (—3 ; 3). 
x>-2! 

6. Tính 

a) lim (@xf—x “+x-1); b) lim (2x) +3x2—5); 

x—>+œ x>—œ 
| 2 

e lim Ax2-2x+5; dỹ lùn CS 

x—œ x>èo+o 5—2X 


7. Một thấu kính hội tụ có tiêu cự là ƒ. Gọi đ và đ' lần lượt là khoảng cách từ 
một vật thật AB và từ ảnh A?” của nó tới quang tâm Ó của thấu kính 


(h.54). Công thức thấu kính là : + = = 
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Hình 54 
a) Tìm biểu thức xác định hàm số đ' = ø(3). 


b) Tìm lim ø(đ), lim ø(đ) và lim ø(đ). Giải thích ý nghĩa của các 
d->ƒ" d->ƒ_" d—»+œ 


kết quả tìm được. 


BẠN CÓ BIẾT ? 


Nhà bác học Anh Niu-tơn (Newton, 1642 - 1727) là người đầu tiên đề xuất thuật 
ngữ "giới hạn”, dịch từ chữ La-tinh "Limes" có nghĩa là "bờ", "mép" hay "biên giới". 
Tuy nhiên, chính Giu-rin (Jurin, 1684 — 1750), sau đó Rô-bin (Robins, 1697 —- 1751), 
Cô-si (Cauchy, 1789 - 1857) ... mới đưa ra các định nghĩa về khái niệm này. 

Nhà toán học Đức Vai-ơ-xtrát (Weierstrass) đã trình bày 
một định nghĩa hiện đại về khái niệm giới hạn, gần giống 
với định nghĩa sau đây mà ngày nay vẫn thường được dùng 
trong toán học. 


"Số b được gọi là giới hạn của hàm số y = ƒfx) khi x —> z, nếu 
với mỗi e > 0, tổn tại ổ> 0 sao cho với x # z và |x — a| < ổ 
thì bất đẳng thức |ƒ(x) — b| < e được thực hiện." (Từ điển 
toán học NXB KH&KT 1993). 


Kí hiệu "lim" mà ta dùng ngày nay là do nhà toán học Thuy Sĩ 
Luy-lơ (LHuiller, 1750 - 1840) đưa ra vào năm 1786. 

Như vậy, khái niệm Giới hạn chỉ mới ra đời ở thế kỉ XVII. 
Tuy nhiên, tư tưởng "giới hạn" đã xuất hiện rất sớm ở Weierstrass 
nhiều nhà bác học thời cổ đại. (1815 — 1897) 


HÀM SỐ LIÊN TỤC 


Cầu Đvor-so-vwi ở Xanh Pê-téc-bua (Nga) đang mở ra cho tàu qua lại. 


I- HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM 


% 
<x?42 nếu x<-— Ï 


Cho hai hàm số ƒ(+) = xˆ và g(x)=42 nếu —1< x<1 có đồ thị như Hình 55. 


—x” +2 nếu x> 


Đồ thị hàm số y = ƒfx) Đồ thị hàm số y = g(+) 
Hình 55 
a) Tính giá trị của mỗi hàm số tại x = 1 và so sánh với giới hạn (nếu có) của hàm 
số đó khi x —> l ; 
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b) Nêu nhận xét về đồ thị của mỗi hàm số tại điểm có hoành độ x = l. 
(Hàm số y = ƒfx) được gọi là liên tục tại x = 1 và hàm số y = ø(+) không liên tục tại 
điểm này). 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho hàm số y = ƒ(+) xác định trên khoảng K và xọ e K. 


Hàm số y = ffx) được gọi là lên fục tại xynếu lim ƒ(x) = ƒŒq). 
x-> + 
Hàm số y = ƒ{x) không liên tục tại xọ được gọi là gián đoạn tại điểm đó. 


Z Lổ - ? ` ^Z % 
Ví dụ T. Xét tính liên tục của hàm số ƒ(x) = 
Xx — 


tại xa = 3. 
g.” 0 


Giải. Hàm số y = ƒ(x) xác định trên R \ {2}, do đó xác định trên khoảng 
(2 ; +) chứa xọ = 3. 


lim ƒ(x) = lim —`— =3 =ƒ0). 
x—3 x33) =3 
Vậy hàm số y = ƒ(+) liên tục tại xg= 3. 


II - HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT KHOẢNG 


ĐỊNH NGHĨA 2 
Hàm số y = ƒ(+) được gọi là liên tục trên một khođng nếu nó 
liên tục tại mọi điểm của khoảng đó. 
Hàm số y = ƒ(x) được gọi là liên fục trên đoạn [a ; b] nếu nó 
liên tục trên khoảng (ø ; b) và 
lim ƒ(+) = ƒ(), lim ƒ(%) = ƒ(). 
x>a* x>b" 
Khái niệm hàm số liên tục trên nửa khoảng, như (2 ; b], [đa ; +), ... được 
định nghĩa một cách tương tự. 
NHẬN XÉT 
Đồ thị của hàm số liên 
tục trên một khoảng là 
một "đường liền” trên 
khoảng đó (h.56). Hình 56 
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Hình 57 cho ví dụ về đồ thị 
của một hàm số không liên 
tục trên khoảng (ø ; Ð). 


Hình 57 


II - MỘT SỐ ĐỊNH LÍ CƠ BẢN 


Ta thừa nhận các định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực ïR. 
b) Hàm số phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) và các 


hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng của tập xác 
định của chúng. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử y = ƒ() và y = ø(©) là hai hàm số liên tục tại điểm 
+g. Khi đó : 


a) Các hàm số y = ƒ{x) + (3), y = ƒ(9) — ø(+) và y =/t+).e(3) 


liên tục tại xọ ; 


b) Hàm số y = ;Ø) liên tục tại xạ nếu ø(xạ) #0. 
sŒ) 
2x2 — sở si Í 
Ví dụ 2. Cho hàm số h(x) =4 yỊ H3 
5 nếu + = Ì. 


Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó. 
Giải. Tập xác định của hàm số là R. 
2 
: 2x“—2 
* Nếu x# 1, thì h@x) = “——“”. 
x—l 
Đây là hàm phân thức hữu tỉ có tập xác định là (œ ; 1) Q2 (1 ; +). 


Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (—øœ ; 1) và (1 ; +œ). 
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R 
R 
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s® Nếu x= I, ta có h(1) = 5 và 


2 == — 
lbnj@elimCC TC milỦp 6C" «iia2ye2 
xl xl xX_-Ì x>l  #xX— xl 


Vì lim #{x) # h{(1), nên hàm số đã cho không liên tục tại x = 1. 

x>l 
Kết luận : Hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (—œ ; l), (I; +) và 
gián đoạn tại x = I. 8# 


2 
Trong biểu thức xác định ¡(x) cho ở Ví dụ 2, cần thay số 5 bởi số nào để được một 
hàm số mới liên tục trên tập số thực R 2? 


3 

Giả sử hàm số y = ƒt+) liên tục trên đoạn [ø ; b] với ƒ(a) và ƒ(b) trái dấu nhau. Hỏi 
đồ thị của hàm số có cắt trục hoành tại điểm thuộc khoảng (z ; b) không 2 

« Bạn Hưng trả lời rằng : “Đồ thị của 
hàm số y = ƒ(x) phải cắt trục hoành Øx 
tạ một điểm duy nhất nằm trong 
khoảng (az ; b) ". nh  .... y*=* 
« Bạn Lan khẳng định : "Đồ thị của hàm 
số y = ƒf+) phải cắt trục hoành Óx ít nhất 
tại một điểm nằm trong khoảng (z ; Ð) ". 
« Bạn Tuấn thì cho rằng : "Đồ thị của 
hàm số y = ƒ(x) có thể không cắt trục 
hoành trong khoảng (øz ; b), chẳng hạn 
như đường parabol ở hình (h.58). 

Câu trả lời của bạn nào đúng, vì sao ? Hình 58 


ĐỊNH LÍ 3 


Nếu hàm số y = ƒ{z) liên tục trên đoạn [z ; Ð] và a)ƒ(b) < 0, thì 


tồn tại ít nhất một điểm c e (# ; Ð) sao cho ƒ{c) = 0. 


Minh hoạ bằng đồ thị (h.59). 


Hình 59 


Định lí 3 thường được áp dụng để chứng minh sự tồn tại nghiệm của 
phương trình trên một khoảng. 


Có thể phát biểu Định lí 3 dưới một dạng khác như sau : 
Nếu hàm số y = f{+) liên tục trên đoạn [z ; b] và ƒ(z)ƒ(b) < 0, thì 
phương trình ƒ{x) = 0 có ít nhất một nghiệm nằm trong 
khoảng (øz ; ?). 

Ví dụ 3. Chứng minh rằng phương trình xŸ + 2x - 5 = 0 có ít nhất một nghiệm. 

Giải. Xét hàm số ƒ(x) = x` + 2x — 5. 

Ta có ƒ(0) = —5 và ƒ(2) = 7. Do đó, ƒ(0)/2) < 0. 

y =ƒtz) là hàm số đa thức nên liên tục trên IR. Do đó, nó liên tục trên đoạn 

[0 ; 2]. Từ đó suy ra phương trình ƒ(x) = 0 có ít nhất một nghiệm xọ c (0; 2). 


CHÚ Ý 


Nếu nhận xét thêm rằng ƒ{1)ƒ(2) = —14 < 0 thì ta có thể kết luận 
phương trình có ít nhất một nghiệm trong khoảng (1 ; 2) — (0; 2). 


4 
la Xã tìm hai số z và ? thoả mãn 1 < a < b< 2, sao cho phương trình trong Ví dụ 3 ở 
trên có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (z ; ?). 


BÀI ĐỌC THÊM 


TÍNH GẦN ĐÚNG NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH. 
PHƯƠNG PHÁP CHIA ĐÔI 


« Trong Ví dụ 3 ở phần III, §3, ta đã chứng minh được rằng phương trình 
x'+2x-5 =0 có nghiệm xo thuộc khoảng (0 ; 2). Giả sử rằng đó là nghiệm duy 
nhất của phương trình trên khoảng này. 

Bằng cách áp dụng liên tiếp Định lí 3, ta có thể tìm được các giá trị gần đúng của 
nghiệm xạ. Ta làm như sau : 


- Bước 1 : Lấy số 1= =~ Ta có, ƒ(1) = -2. So sánh dấu của ƒ(1) và dấu của 


giá trị hàm số tại hai đầu mút là #0) và ƒ(2), ta thấy : ƒ(1).,/) = -2.7 < 0. Do đó, 
phương trình ƒ(x) = 0 có nghiệm thuộc (I ; 2). Như vậy, xg e (1 ; 2). 
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- Bước 3 : Lấy số 1,25= 


- Bước 2 : Lấy số L5= T”. Ta có, /(1,5) = 1,375 và ƒ(1)/(1,5) = -2.1,375 < 0. 


Do đó, ƒ(x) = 0 có nghiệm thuộc (I ; 1,5). Như vậy, xọ e (I ; 1,5). 


1+1,5 
2 


. Ta có, ƒ(1,25) = -0,546 875 và ƒ(1,25)/(1.5) < 0. 


Do đó, ƒ(x) = 0 có nghiệm thuộc (1,25 ; 1,5). Như vậy, xạ e (1,25 ; 1,5). 
Bảng sau đây trình bày kết quả tính lần lượt của các bước 4, 5, 6, 7. 


ạa b chủ 14) 4#) (“) Nghiệm xọ 
2 2 ï 
1/225 15 1,375 — 0,546 875 1375 0,349609375 125 <xg< 1375 
125 | 1375 | 1.3125 —0,546 875 0,349609375 —0,114013671875 13125 <xg< 1375 
13125| 1.375 | 134375 | -0,114013671875 0,349609375 0,113861083984375 1.3125 <xq< 1,34375 
1/3125 | 1,34375 | 1,328125| —0,114013671875 | 0,113861083984375 | -0,001049041748046875 | 1,328125 < +g< 134375 


l: 
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Nếu dừng ở bước 4, ta có 1,25 < xọ < 1,375. Như vậy, có thể có được các giá trị 


gân đúng của nghiệm xụ. Chẳng hạn ~““—=#Z 


là một giá trị gần đúng của xg 
với sai số tuyệt đối A < | 1,375 - 1,25Ì = 0,125. 

Khi dừng ở bước 7, ta có 1,328125 < xạ < 1.343 75. Có thể lấy xạ 1,335 937 5 với sai 
số tuyệt đối A < |1,343 75 - 1,328 125| = 0,015 625. 

Nếu tiếp tục quy trình trên, ta tìm được những giá trị gần đúng của xạ với sai số 
càng ngày càng bé. 


a+b a+b 


Chú ý. Trong quá trình tính toán, nếu có số 


nào đó mà /[ j0,t kế 


Ẫ t2 a+b 
luận nghiệm *g= - 


e Việc tìm giá trị gần đúng của nghiệm như trên sẽ dễ dàng hơn nếu sử dụng máy 
tính bỏ túi. Đặc biệt, máy tính bỏ túi có chức năng lập trình hay máy vi tính có thể 


cho phép tính một cách tự động và nhanh chóng giá trị gần đúng của nghiệm với 
sai số A rất bé. 


Bòi tập 


Dùng định nghĩa xét tính liên tục của hàm số ƒ{x) = x”+2x— tại xạ = 3. 


a) Xét tính liên tục của hàm số y = ø(+) tại xạ = 2, biết 


3 


xT— 
——— Iếếu x # 2 
sŒ) = #3 


5 nếu x = 2. 
b) Trong biểu thức xác định g(v) ở trên, cần thay số 5 bởi số nào để hàm số 
liên tục tại xọ = 2. 
3x +2 nếu x < —l 


Cho hàm số ƒ(+x) = 
x“ —l nếux>-]. 


a) Vẽ đồ thị của hàm số y = ƒ(+). Từ đó nêu nhận xét về tính liên tục của 
hàm số trên tập xác định của nó. 
b) Khẳng định nhận xét trên bằng một chứng minh. 

x+I 


x+x-6 


Cho các hàm số ƒ{x) = và ø(z) = tan x + sin x. 


Với mỗi hàm số, hãy xác định các khoảng trên đó hàm số liên tục. 

Ý kiến sau đúng hay sai ? 

"Nếu hàm số y = ƒ@) liên tục tại điểm xạ còn hàm số y = g(%) không liên 
tục tại xụ, thì y = ƒ@) + g(3) là một hàm số không liên tục tại xụ." 

Chứng minh rằng phương trình : 

a) 2x" — 6x + 1 =0 có ít nhất hai nghiệm ; 


b) cosx = x có nghiệm. 


Ôn tộp chương IV 
Hãy lập bảng liệt kê các giới hạn đặc biệt của dãy số và các giới hạn đặc 
biệt của hàm số. 
Cho hai dãy số (w„) và (vạ). Biết lư„ — 2| < vạ với mọi ø và limv„ = 0. Có 
kết luận gì về giới hạn của dãy số („) ? 


Tên của một học sinh được mã hoá bởi số 1530. Biết rằng mỗi chữ số trong 
số này là giá trị của một trong các biểu thức A, H, N, Ó với : 


A=limẺf = : H= lm[ Nà? + 2n —n | 


+ 
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n H1 n 
= ` án 


N=] P 
ân + 7 1-4” 


Hãy cho biết tên của học sinh này, bằng cách thay các chữ số trên bởi các 
chữ kí hiệu biểu thức tương ứng. 

a) Có nhận xét gì về công bội của các cấp số nhân lùi vô hạn ? 

b) Cho ví dụ về một cấp số nhân lùi vô hạn có công bội là số âm và một cấp số 
nhân lùi vô hạn có công bội là số dương và tính tổng của mỗi cấp số nhân đó. 


Tìm các giới hạn sau : 


2 
a) lim = . È 7mm SE hệ. 
+>2 xÝ+x+4 x>-3 x6 +3x 
My lầu CC È d lim (CxÖ+x7-2x+1); 
x»a4 x4 x->+œ 
2 
Xx“ — l:— 
đi: li x+3 : ft .Íim * 2x+ vã 
x-œ 3x —] x->—œ 3x] 
2 3 2, 
: 1— 1 
Cho hai hàm số ƒ(x) =——— và g(v) = ~”— 
X X 


a) Tính lim ƒ(+) ; lim gøg(x); lim ƒ(z) và lim g(%). 

x->0 >0 x—>+œ x->+œ 
b) Hai đường cong sau đây (h. 60) là đồ thị của hai hàm số đã cho. Từ kết 
quả câu a), hãy xác định xem đường cong nào là đồ thị của mỗi hàm số đó. 


Hình 60 


TY 


8. 


19. 


11. 


Xét tính liên tục trên R của hàm số 


{e0 


s(*) = x2 
5—x nếu x < 2. 


nếu x > 2 


Chứng minh rằng phương trình x` - 3xˆ + 5x - 2 = 0 có ít nhất ba nghiệm 
nằm trong khoảng (—2 ; 5). 


Bỏi tập trắc nghiệm 
Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng ? 
(A) Một dãy số có giới hạn thì luôn luôn tăng hoặc luôn luôn giảm. 
(B) Nếu (u„) là dãy số tăng thì lim, = +œ. 
(CO Nếu limu„ = +œ và limv„ = +œ thì limŒ„ — v„) = 0. 
(D) Nếu ư„ = a” và —I <a<0 thì lim„„ = 0. 


l+2+3+...+n 


nh+] 


Cho dãy số („) VỚI w„ = 


Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng ? 
I 
ĐỀN HƯHỦN TU 0P UIT NHÀ nh (C) lim, =1; 


(D) Dãy („) không có giới hạn khi ø? —> +. 


Cho dãy số (w„) với u„ = A2 + 2)“ +...+ |2)”. 
Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau : 


NT 
l2: - 


(A) limư„ = V2 +(N2)” +...+(\2)”+...= 


(B) limu, = -®% ; 
(C) lim, = + ; 
(D) Dấy số („„) không có giới hạn khi ø —> +œ. 
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12. 


13. 


14. 


15. 
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Chọn phương án đúng : 


lim bằng : 
x>Il  *#— 
(A)-1; (B)-œ; (CO) -3; (D) +ø. 
: _ I—x7 
Cho hàm số ƒ(+%) = 
lim ƒ(z) bằng : 
x->—œ 
(A) +; (B)1; (C) -œ; (D)-I. 
Cho hàm số 
=ễẮằ= nếu x # 3 
ƒŒ)=4wxx+1-2 
m nếu x =3. 
Hàm số đã cho liên tục tại x = 3 khi z bằng : 
(A)4; (B)-1; (1; (D)- 4. 
Cho phương trình 
-4x”+4x—1=0. 
Mệnh đề sai là : 


(A) Hàm số ƒ(+x) = —4x° + 4x — I liên tục trên R ; 


(B) Phương trình (1) không có nghiệm trên khoảng (—œ; l) ; 


(C) Phương trình (1) có nghiệm trên khoảng (—2; 0) ; 


(D) Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trên khoảng Í¬ : ;] : 


q) 


ĐTID TIPNT] 


Trước đây, Đạo hàm và Tích phân được học trọn vẹn trong Giải tích 12. Ngày nay, phần 
Lí thuyết đạo hàm được học trong chương trình Đại số và Giải tích 11 để phục vụ kịp thời 
cho việc học các bộ môn khoa học khác như Vật lí, Hoá học, ... 

Ở đây, học sinh được học đây đủ và hệ thống về đạo hàm cấp một từ các bài toán đưa 
đến sự xuất hiện khái niệm đạo hàm, định nghĩa, quy tắc tính và các công thức đạo hàm 
cơ bản và quan trọng nhất. 

Đạo hàm cấp hai được đưa ra nhằm giúp cho việc hiểu bản chất và cách tính toán một 
khái niệm quan trọng của Vật lí là ga tốc. 

Định nghĩa Vi phân được đưa ra nhằm chuẩn bị cho việc học Tích phân ở Giải tích 12. 
Vì không có thời gian học ở lớp 11, phần Ứng dụng đạo hàm chuyển sang chương đầu 
tiên của Giải tích 12. 


ĐỊNH NGHĨA VÀ Ý NGHĨA 
CỦA ĐẠO HÀM 


I~ ĐẠO HÀM TẠI MỘT ĐIỂM 


4. Các bài toán dẫn đến khái niệm đạo hàm 


1 

® Một đoàn tàu chuyển động thẳng khởi hành từ một nhà ga. Quãng đường s (mét) đi 
được của đoàn tàu là một hàm số của thời gian z (phút). Ở những phút đầu tiên, 
hàm số đó là s = /”. 
Hãy tính vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng [ứ ; /ạ] với íạ = 3 và í = 2 ; 
fƒ=20i¡=2;i=)00, 


Nêu nhận xét về những kết quả thu được khi ¿ càng gần íạ = 3. 


a) Bài toán tìm vận tốc tức thời 


Một chất điểm chuyển động trên trục sÓs (h. 61). 


Ó sứ) sứ) s 
ị ị 


Hình 61 
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Quãng đường s của chuyển động là một hàm số của thời gian 

§$ = %0). 
Hãy tìm một đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động 
tại thời điểm íạ. 


Giải. Trong khoảng thời gian từ ¡ạ đến r, chất điểm đi được quãng đường là 


8 — #0 = 5Œ) — s(fq). 
Nếu chất điểm chuyển động đều thì tỉ số 


s—sg _ SỨ)— sức) 
f —fọ f — fọ 


là một hằng số với mọi ¿. 
Đó chính là vận tốc của chuyển động tại mọi thời điểm. 
Nếu chất điểm chuyển động không đều thì tỉ số trên là vận tốc trung bình 


của chuyển động trong khoảng thời gian | — fọ|- 


Khi càng gần íạ, tức là 


ƒ— fọ| càng nhỏ thì vận tốc trung bình càng thể 
hiện được chính xác hơn mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm íạ. 

Từ nhận xét trên, người ta đưa ra định nghĩa sau đây. 


Giới hạn hữu hạn (nếu có) 


hội s() — sức) 


f>fo f— fo 
được gọi là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm íq. 


Đó là đại lượng đặc trưng cho mức độ nhanh chậm của chuyển động tại thời 
điểm íẹ. 

b) Bài toán tìm cường độ tức thời 

Điện lượng Ó truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian / : 


0 = Qữ). 
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Cường độ trung bình của dòng điện trong khoảng thời gian | — fọ| là 


r„ _ 00) = Ø0) 
tb — : 
f —Ífo 
Nếu |¡ — íạ| càng nhỏ thì tỉ số này càng biểu thị chính xác hơn cường độ 
dòng điện tại thời điểm rạ. Người ta đưa ra định nghĩa sau đây. 
Giới hạn hữu hạn (nếu có) 


lim Ø0) = Ø6) 


f>fo f— HN) 
được gọi là cường độ tức thời của dòng điện tại thời điểm íq. 
NHẬN XÉT 
Nhiều bài toán trong Vật lí, Hoá học, ... đưa đến việc tìm giới 


*->*%p Xx —*g 


, trong đó y = ƒ(z) là một hàm số 


đã cho. Giới hạn trên dẫn tới một khái niệm quan trọng trong 
Toán học, đó là khái niệm đạo hàm. 


2. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm 


ĐỊNH NGHĨA 
Cho hàm số y = ƒ(x) xác định trên khoảng (ø ; b) và xạ e (a; Ð). 
Nếu tồn tại giới hạn (hữu hạn) 
mạ ýŒ- ƒG0) 
x->%g Xx— *0 
thì giới hạn đó được gọi là đạo hàm của hàm số y = ƒ(3) tại 
điểm xọ và kí hiệu là ƒ '(xạ) (hoặc y'(xạ)), tức là 


ƒG)= ñm 9= /00)., 


*->*g +Xx— *0 
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CHÚ Ý 
Đại lượng Ax = x — xọ được gọi là số gia của đối số tại +g. 


Đại lượng Ay = ƒ(x) - ƒfxọ) = ƒ%ọ + Ax) — ƒọ) được gọi là số 
gia tương ứng của hàm số. Như vậy 


Ay 
#na)= đc — 
y Gọ) E _>0 Axˆ 


3. Cách tính đạo hàm bằng định nghĩa 


2 
Rệ, hàm số y = x”. Hãy tính y'(xạ) bằng định nghĩa. 


Để tính đạo hàm của hàm số y = ƒ(+) tại điểm xạ bằng định nghĩa, ta có quy 
tắc sau đây. 
QUY TẮC 
Bước T. Giả sử Ax là số gia của đối số tại xọ, tính 
Ay = f#o + Ax) - ƒf%g). 


„ A 
Bước 2. Lập tỉ số = 
Ax 


Bước 3. Tìm lim là 
Ax->0 Ax 


JXh zP. mY XÃ ` về || . ._ 
Ví dụ T. Tính đạo hàm của hàm số ƒ(x) = — tại điểm *xọ = 2. 
Ñ 
Giải. Giả sử Ax là số gia của đối số tại xọ = 2. Ta có 


N 
S0 029201608775918.18 nh 


Ay — l : 
Ax 22+ Ax) ` 
lim Bội = lim Ä Ị : 
Ax>0 Ax_ Ar—>02(2 + Ax)— 4 
1 


Vậy ƒŒ) = Biên 
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4.. Quan hệ giữa sự tổn tại của đạo hàm và tính liên tục của hàm số 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 1 


Nếu hàm số y = ƒ(+) có đạo hàm tại xọ thì nó liên tục tại 


điểm đó. 


CHÚ Ý 
a) Định lí trên tương đương với khẳng định : 
Nếu hàm số y = ƒ(x) gián đoạn tại xọ thì nó không có đạo 
hàm tại điểm đó. 
b) Mệnh đề đảo của Định lí 1 không đúng. 
Một hàm số liên tục tại một điểm có thể không có đạo hàm tại 
điểm đó. 
Chẳng hạn, hàm số fCÐ= ll bóp ha 
x_ nếux<0 
liên tục tại x = 0 nhưng không có đạo hàm tại đó. 
Ta nhận xét rằng đồ thị của hàm số 
này là một đường liền, nhưng bị 
"gãy" tại điểm Ó(0; 0) (h. 62). 


5. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 
2 3 


š 3 
a) Vẽ đồ thị của hàm số ƒ(+)= - . 


b) Tính ƒ'(1). . 
c) Vẽ đường thẳng đi qua điểm M(I ; 3) 


và có hệ số góc bằng ƒ '(I). Nêu nhận bộ 
xét về vị trí tương đối của đường thẳng #3) 
này và đồ thị hàm số đã cho. Ĩ 
a) Tiếp tuyến của đường cong phẳng 


Trên mặt phẳng toạ độ Óxy cho đường  #so)}-------- 
cong (C). Giả sử (C) là đồ thị của hàm 
số y =ƒfy) và MoŒG ; ƒŒẹ)) e (C). Kí 
hiệu M(z ; ƒ{2)) là một điểm di chuyển 
trên (C). Đường thắng Mẹ là một cát 
tuyến của (C) (h.63). Hình 63 
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Nhận xét rằng khi x -> + thì M(x ; ƒ(z)) di chuyển trên (C) tới điểm 
MoGsg ; ƒGe)) và ngược lại. Giả sử cát tuyến MoM có vị trí giới hạn, kí hiệu 
là Mạ7 thì MẹT được gọi là điếp tuyến của (C) tại Mẹ. Điểm Mẹ được 
gọi là tiếp điểm. 

Sau đây, ta không xét trường hợp tiếp tuyến song song hoặc trùng với Óy. 
b) Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Cho hàm số y = ƒ{x) xác định trên khoảng (ø ; Ðb) và có đạo hàm tại 
xọ € (đ; b). Gọi (C) là đồ thị của hàm số đó. 


ĐỊNH LÍ 2 


Đạo hàm của hàm số y = ƒ{v) tại điểm xọ là hệ số góc của 


tiếp tuyến M7 của (C) tại điểm Mẹ (xọ : ƒ#zo)). 


Chứng minh. Giả sử M(xọ + Ax ; ƒ(xọ + Ax)) là điểm di chuyển trên (C). Ta 
có (h.64) 


MẹễH = Ax, HM = Ay. 


Hệ số góc của cát tuyến MoM là tanø, trong đó ø là góc tạo bởi trục Óx và 


vectơ #íqM như trên Hình 64a hoặc 64b. Ta có 


HM Ay 
tanØ = ———= = _—~. 
MẹH  Ax 

*Í ,@ 


#fxo + Ax) [ 


Ẩuj bat BaslseessSS 


b) 


Hình 64 
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Khi M⁄ dần tới Mẹ (M —> Mẹ) thì Ax — 0 và ngược lại. 
Theo giả thiết, ƒ(x) có đạo hàm tại xạ nên tồn tại giới hạn 


ƒ#ŒGo)= lim ch lim tanø. 


Ax->0AX M->Mẹ 


Vậy khi M —> Mẹ thì cát tuyến M¿M dân tới vị trí giới hạn là đường thẳng 
MụẹT. có hệ số góc bằng lim tanø = ƒ'q). 
M->Mọ 


Đường thẳng MgT là tiếp tuyến tại Mẹ của (C). 

Vậy ƒ '(xọ) là hệ số góc của tiếp tuyến tại Mọ của đồ thị (C). 
c) Phương trình tiếp tuyến 

4 

Viết phương trình đường thẳng đi qua ¿(xo : yọ) và có hệ số góc #. 


Từ ý nghĩa hình học của đạo hàm ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 


Phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) của hàm số y = ƒ+) 
tại điểm Mọo(sxg : ƒ(xẹ)) là 


yT—ÿyọ = ƒ 'Œq)(x - *p). 


trong đó yọ = ƒ(x). 


5 
Mã hàm số y=-—x”+3x—2. Tính y'(2) bằng định nghĩa. 


Ví dụ 2. Cho parabol y = _x +3x— 2. 
Viết phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm có hoành độ xạ = 2. 


Giải. Bằng định nghĩa ta tính được y2) = —1. Do đó, hệ số góc của tiếp 
tuyến là —1. Ngoài ra ta có y(2) = 0. 


Vậy phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm Mạ(2 ; 0) là 
y—0=(-1).(+ - 2) hay y=_-x+2. M 
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6. Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 


a) Vận tốc tức thời 


Xét chuyển động thẳng xác định bởi phương trình s = s(), với s = sứ) là 
một hàm số có đạo hàm. Như đã thấy trong bài toán mở đầu, vận tốc tức thời 
của chuyển động tại thời điểm /ạ là đạo hàm của hàm số s = s() tại ío : 

vững) = Sớo). 
b) Cường độ tức thời 


Nếu điện lượng Ó truyền trong dây dẫn là một hàm số của thời gian : Q = ÓŒ) 
(@ = Oứ) là một hàm số có đạo hàm) thì cường độ tức thời của dòng điện 
tại thời điểm /ạ là đạo hàm của hàm số Q = Q0) tại íọ : 


Tức) = Ø0). 


II- ĐẠO HÀM TRÊN MỘT KHOẢNG 


6 
R- định nghĩa, hãy tính đạo hàm của các hàm số : 


a) ƒ&+) = 3Ÿ tại điểm x bất kì ; b) gœ)=-L tại điểm bất kì x z0. 
* 


ĐỊNH NGHĨA 


| Hàm số y = ƒ{x) được gọi là có đạo hàm trên khoảng (ø ; b) 
nếu nó có đạo hàm tại mọi điểm x trên khoảng đó. 


Khi đó, ta gọi hàm số ƒ': (2; b) —> 
xr> Ƒ(Œœ) 


là đạo hàm của hàm số y = ƒ(z) trên khoảng (ø ; b), kí hiệu là 
y hay ƒ (4). 


Ví dụ 3. Hàm số y = xˆ có đạo hàm y' = 2+ trên khoảng (~œ ; +). 


Hàm số y = _ có đạo hàm y' = — = trên các khoảng (—œ ; 0) và (0 ; +). 
X 
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BÀI ĐỌC THÊM 


ĐẠO HÀM MỘT BÊN 


Cho hàm số y= ƒ(+) xác định trên khoảng (z;b) và xạ e(z;b). Có thể không 
tồn tại giới hạn (hữu hạn) 
x)-ƒŒ 
lim #@)~ ƒŒ@q) 
+—+o *—='*%g 
nhưng tồn tại các giới hạn một bên 
X)— % x)— b# 
lim #Œ@)-ƒ( 0) lim TA) C 0) 
xoa Xx— *o X—*g Xx— *g 
Khi đó, ta nói hàm số có đạo hàm một bên. 
ĐỊNH NGHĨA 1 
Nếu tồn tại giới hạn (hữu hạn) bên phải 
x)-ƒŒ 
từ #@)-ƒ( 0) 
xa) *x—*po 
ta sẽ gọi giới hạn đó là đạo hàm bên phải của hàm số y= ƒ(x) tại 
x=+ụ và kí hiệu là ƒ'(xq). 
Tương tự, giới hạn (hữu hạn) bên trái (nếu tồn tại) 
X)— %X, 
lim #Œ)- ƒ@œạ) 
X—>g *—'*%g 
được gọi là đạo hàm bên trái của hàm số y = ƒ(x) tại x= xạ và kí hiệu 
lãi: ƒ lấc } 
Các đạo hàm bên phải và bên trái được gọi chung là đạo hàm một bên. 
Từ các tính chất của giới hạn một bên suy ra ngay định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 
Hàm số y= ƒ(x) có đạo hàm tại xạ khi và chỉ khi ƒ'{xq), 


'(xa ) tồn tại và bằng nhau. Khi đó, ta có 
0 


ƒGj)=/'G§)=/#'Gạ). 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng hàm số 
2 m 
x“ nếu x>0 
ƒ@0 Ỷ : 
—x nếu x <0 
có các đạo hàm một bên, nhưng không có đạo hàm tại xạ =0. 
Giải. Ta có : 


P1621 )4U) TS Ti 


(0*ý=É >Ñ⁄ 
ng về x0 x0 # " 
f0 )= TC mi Up phông 

. x=0 x0 #* 


Vậy tại xạ =0, hàm số này có đạo hàm bên phải bằng 0, đạo hàm bên trái bằng —l. 
Vì các đạo hàm bên phải và bên trái khác nhau nên hàm số không có đạo hàm 
tại xạ=0. 8 


Ví dụ 2. Xét sự tồn tại đạo hàm và các đạo hàm một bên của hàm số 
fœ)= `. nếu x>0 
2x nếu <0 


tại điểm x =0. 


Giải. Vì 
ƒ0)ESJ/(Ù): 4c L2 Úc váy TÍ „ 
lim ——————-= lim =— lim =—oœ 
x0 x=0 x0? x=0 x0” N5 


nên hàm số không có đạo hàm bên phải tại x = 0. 
Vì 
lim #@)-/) = lim 2x =3 
x0" x-0 x0 %* 
nên hàm số có đạo hàm bên trái tại x =0 và ƒ'(0)=2. 
Từ định lí suy ra rằng hàm số đã cho không có đạo hàm tại x=0. 8 
ĐỊNH NGHĨA 2 
Hàm số y = ƒ(+x) được gọi là có đạo hàm trên đoạn [a ; b| nếu thoả mãn 
các điều kiện sau : 
Có đạo hàm tại mọi xe(z;Ð) ; 
Có đạo hàm bên phải tại x = z ; 
Có đạo hàm bên trái tại x = b. 
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Bòi tập 


1. Tìm số gia của hàm số ƒ(%) =x, biết rằng : 
a)xgo=1l; Ax=1; 
b) xạ=1; Avy=—0,1. 


A : 
2. Tính Ay và = của các hàm số sau theo x và Ax : 
a)y=2x— 5; b)y=x —1; 


c)y=2x”; d)y= 


ä | 


3. Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của mỗi hàm số sau tại các điểm đã chỉ ra : 
2 : 
a)y=x +x tạilxg=]H; 


b)y= tại xạ = 2; 


>%ằ mm 


C)y= tại xạ = 0. 


4. Chứng minh rằng hàm số 

(x—1) nếu x > 0 

ƒ@Œ)= 
—* nếu x < 0 
không có đạo hàm tại điểm x = 0 nhưng có đạo hàm tại điểm x = 2. 

5. _ Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong y = , 
a) Tại điểm (—1 ; —l) ; 
b) Tại điểm có hoành độ bằng 2 ; 


c) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 3. 


6. _ Viết phương trình tiếp tuyến của đường hypebol y = c : 
X 
. .? 1 
a) Tại điểm Ề : 2] : 


b) Tại điểm có hoành độ bằng -1 ; 


c) Biết răng hệ số góc của tiếp tuyến băng KT, 
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7. Một vật rơi tự do theo phương trình s = s8 trong đó ø x 9,8 má là gia 


tốc trọng trường. 
a) Tìm vận tốc trung bình của chuyển động trong khoảng thời gian từ 
( = 5 s) đến / + A¿, trong các trường hợp A7 = 0,1 s; A£= 0,05 s; Ar= 0,001 s. 


b) Tìm vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm / = 5 s. 


2 QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 


I— ĐẠO HÀM CỦA MỘT SỐ HÀM SỐ THƯỜNG GẶP 


1 
® định nghĩa tính đạo hàm của hàm số y = +” tại điểm x tuỳ ý. 
Dự đoán đạo hàm của hàm số y = ' Tâm tại điểm x. 


Việc tính đạo hàm của hàm số bằng định nghĩa nói chung phức tạp. Đối 
với một số hàm số thường gặp, ta có những công thức cho phép tính một 
cách nhanh chóng đạo hàm của chúng tại một điểm. 


ĐỊNH LÍ 1 


Hàm số y = x” (¡0 e Ñ,n > 1) có đạo hàm tại mọi x e R và 


(Y = bu SG, 


Chứng mình. Giả sử Ax là số gia của x, ta có : 
Ay =Œ&+An)"-x” 
=(Œœ+Ar-x)[w+As"T!+w+A*”^x+..+@œ+Axx” “+ 


= Axl(+ Ax)1 +(x+ AT” x+..+(x+ Ax)x" 2 +1 l; 
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=ớ (6x+As)” T+(@œx+ Ax)” x+..+(@«+Asx”?+x 1; 


A _ _ _ _ 
Hm =  =x# 1+ x?*1+ +1 = g1 
Vậy (x”)'= nx"~1, m 
NHẬN XÉT 
a) Đạo hàm của hàm hằng bằng 0 : (} SỞ. 


b) Đạo hàm của hàm số y= x bằng 1: (+) = 1. 


2 
R minh các khẳng định trong nhận xét trên. 
ĐỊNH LÍ 2 


Hàm số y = Ýx có đạo hàm tại mọi x dương và 


mm 
(Xx) “. 


Chứng mình. Giả sử Ax là số gia của x dương sao cho x + Ax > 0. Ta có 
Ay =4JZ1-Áxk ZSJ# ; 
Ay - Jx+Ax-x — (Äx+ Ax -Yx)XÄx+ Ax + Y>x) 

Ax 


Ax Ax(Nx + Ax +Yx) 
x+Ax—-x - 1 : 
AxNx+ Ax +Ax) Vx+Ax+vxˆ 
lim Chả lim ' ' 


Ax->0 Ax Ax->0 AÍx + Axy +A'x AN@x. 


| 
Vậy đạo hàm của hàm số y = Yx là y'=—=. N 
2\x 


R 
Có thể trả lời ngay được không, nếu yêu cầu tính đạo hàm của hàm số ƒ(x) = 4x 
tạix=-—3;x =4? 
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II - ĐẠO HÀM CỦA TỔNG, HIỆU, TÍCH, THƯƠNG 
4. Định lí 


ĐỊNH LÍ 3 


Giả sử w = u(©), v = v(x) là các hàm số có đạo hàm tại điểm 
x thuộc khoảng xác định. Ta có : 


(u+v) =w+w' (1) 
(wT— v} =w —v' 
(„y) = # + uy' 


— uy" 


(y =v(3) z 0). 


Chứng minh. Ta chứng mình các công thức (1) và (2). 
Xét hàm y = + y. Giả sử Ax là số gia của x. Ta có số ø1a tương ứng của 1w 
là Au, của y là Ay và của y = + v là 
Ay = [(u + An) + (y + Av)] — (+ v)= An + AV. 
Ay _ Aw+ Ay 


Từ đó ——=———— ; 
Ax Ax 


.. Ay ¬-.. ¬-.. ¬ 
lim -——= lim -——+ lim -——=w+y'. 
Ax>0 AÁY_ Ax>0 ÁY Ar>0 Ax 


Vậy (wu + v) =1 + V'. 
Chứng minh tương tự, ta có (⁄T— y) =w —v'. 8 


Bằng quy nạp toán học, ta chứng minh được 


Các công thức khác được chứng minh tương tự. 


t 4 
Áp dụng các công thức trong Định lí 3, hãy tính đạo hàm của các hàm số 
y= 5x) _ 2xŠ ).V= -XŠx. 
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Ví dụ 1. Tìm đạo hàm của hàm số y = XS ÈAjX: 
Giá G2 Go 4Jnj le 2e 1e <=.(g 

2x 
Ví dụ 2. Tìm đạo hàm của hàm số y = x'(x - x`). 


Giải. Ta có 


[x24A+x - x3]! = (œ39)'Qx- x)+x)Qx-x 


HỆ QUÁ 1 


Nếu & là một hằng số thì (kw)' = ku'. 


HỆ QUÁ 2 


(y= v(Œ) z 0). 


5 
Ta chứng minh các hệ quả trên và lấy ví dụ minh hoạ. 
I—-2x 


Ví dụ 3. Tìm đạo hàm của hàm số y = : 
x+3 


Giải. Ta có 


Ệ si 31) „I5 2Ä) C618) /0.-21)0E-tỢ), 


x+3 (x+3)Ÿ 
_-2œ+3)~(~2x)__-T — H 
(x+3)2 (x+32 


160 


II - ĐẠO HÀM CỦA HÀM HỢP 


1. 


Hàm hợp 
8 ⁄ 
Ủ #7] ề a y=ƒW) 
M. u = øg®) " ..ã 
y= ƒøe@)). 
Hình 65 


Giả sử w = ø(3) là hàm số của x, xác định trên khoảng (ø ; Ð) và lấy giá trị trên 
khoảng (c ; đ) ; y = ƒ) là hàm số của u, xác định trên (c ; đ) và lấy giá trị trên 
R. Khi đó, ta lập một hàm số xác định trên (ø ; Ð) và lấy giá trị trên R theo 
quy tắc sau (h.65) : 

+ > ƒ(@)). 
Ta gọi hàm y = ƒf(g(z)) là hàm hợp của hàm y = ƒ{w) với  = g(v). 


Ví đụ 4. Hàm số y = (1 ~ x `)!” là hàm hợp của hàm số y = w'P với „ = 1 ~ x`. 


Ví dụ 5. Hàm số y = sin(z# + 7) là hàm hợp của hàm số y = sin/ với 


u = @f + 7; œ, 7là những hằng số. 


Re 


Hàm số y =xˆ +x+1 là hàm hợp của các hàm số nào ? 


Đạo hàm của hàm hợp 


Ta thừa nhận định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 4 


Nếu hàm số  = g(+) có đạo hàm tại x là '. và hàm số y = ƒ{) 


có đạo hàm tại là y'„ thì hàm hợp y = ƒ((z)) có đạo hàm tại 


xlà 


11 


Ví dụ 6. Tìm đạo hàm của hàm số y = (1 - 2x)Ÿ. 

Giải. Đặt w = 1 — 2x thì y= nỖ, yì„, = 30”, úhy = —2. 

Theo công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 
Yy=Yyyg.My= 721 050)) = -6u”. 

Vậy y', =-6(1— 2x)”. 


5 


Ví dụ 7. Tìm đạo hàm của hàm số y = : 
3x—4 


Giải. Đặt u = 3x - 4 thì y = nh 
H 


Theo công thức tính đạo hàm của hàm hợp, ta có 
l %8 5 -15 
3 An Q HA TƯ 7 lãi 
H (3x-—4) 
Bảng tóm tắt 
(„+v—w) =w +y —w' 
(ku) =ku'` — (k là hằng số) 


(uvy} = y + My' 


`) — #V` 


Bỏi tập 
1. Bằng định nghĩa, tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a)y=7+x— 3Ÿ tại xạ = II: 
b)y=+”— 2x + l tại xạ =2. 
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2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


I 1 
a)y=x —4x +2x—3; b)y= TT 2+ +x —0/58”; 
4 3 2 
X 2x 4x 5 2 
C = + 1; đ)y=3x (6-— 3x). 
)y 5 3 s )y ( ) 
34. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
4)y=(A — 5x)”; bìs=& tlÿ(9u 3: 
2x 3—5x 
c)y= 2 › H)Y hp cỗ 
x“ ] x“Ở-=x+Ì 


3 
e) y= lø + 2] (m, n là các hằng số). 
x 


4. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y=x — x x +1; b) y=W2-—5x-— x7; 


3 


* l+x 
€) Yy=———— (¿ là hằng số) ; d) y= ‹ 
ú em. F NÍS2 
5. Choy=x -3x +2. Tìm x để: 
a) y' >0; b)y'<3. 


ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ 


\Z LƯỢNG GIÁC 


... 2 sinx 
1. Giới hạn của ——— 
* 


1 
sin0,01 sin0,001 


» ——— bằng máy tính bỏ túi. 
0,01 0,001 


Tính 


Ta thừa nhận định lí sau đây. 
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ĐỊNH LÍ 1 


Ví dụ 1. Tính im ^Đš 


x0 *x 


Giải. Ta có 


. _ fanx . sinx I1 .  SIX .. 
lim = lim |——.— | = lim —. lim 
x>U # x0 X_ COSX x>0 #_  x >0 COSX 


=l.M 


f2 2TR ng 2E. 
x0 x 
Giải 0m 5=: lần (52) <9 H12 E21] 22: `8 
x0 # x0 2x x>0 2x 


2. Đạo hàm của hàm số y = sỉn x 


ĐỊNH LÍ 2 


Chứng mình. Giả sử Ax là số gia của x. Ta có : 


Ay = sIn(x + Ay) - sinx= 2sin .eo|x + > : 


SI]1 —— 
l2 si ¬ lim z. 
Ax->0 ÁY_ Ax->0 2 
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°. 


Vì lim cox|x + >) = cos+x (do tính liên tục của hàm số y = cos x) 
Ax->0 2 


.._AxY 
sin—— 
và lim =lnên lim KH 1. cOS x = COS x. 
Axo0_ ÂX Ax->0 Ax 
2 


Vậy y = (sinx) =cosx. 8# 
CHÚ Ý 
Nếu y = sin và  = „(x) thì 


Ví dụ 3. Tìm đạo hàm của hàm số y = s3: + sÌ: 
Giải. Đặt u = 3x+C thì ø' = 3 và y = sin. 

⁄ 1 1 7U 
Ta có y' = cOS  = 3eo|3v + 2], ã 


Đạo hàm của hàm số y = cos x 
2 
Tìm đạo hàm của hàm số y= sn[5~3], 


ĐỊNH LÍ 3 


Hàm số y = cos x có đao hàm tại mọi x e ]R và (cosx)' = — sin +. 
M 4 4 › 


Từ nhận xét cosx = sin b = ) suy ra ngay điều phải chứng minh. 
CHÚ Ý. 


Nếu y = cos và  = (+) thì 
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Ví dụ 4. Tìm đạo hàm của hàm số y = cosq@` -— ]). 
Giải. Đặt u = x — 1 thì ứ' = 3x” và y = cosu. 
Ta có 


y'=-Sinu= -3xsinq` —1). M 


+ 


Đạo hàm của hàm số y = tan x 


3 


sinx 


[xz5 xin ez] 
OSX 2 


Tìm đạo hàm của hàm số ƒ(x) = 


ĐỊNH LÍ 4 


Hàm số y = tan x có đạo hàm tại mọi x # 5 +kmn,ke Z và 


(tanx)' = 
COS“ X 


Á < Z ` kẻ ^ ˆZ* Z ` ^Z sin x 
Ap dụng quy tặc tính đạo hàm của một thương đối với hàm số tan x = 
COS X 


suy ra điều phải chứng minh. 
CHÚ Ý 


Nếu y = tan và  = (x) thì ta có 


Ví đụ 5. Tìm đạo hàm của hàm số y = tan(3x” + 5). 
Giải. Đặt u = 3x” + 5 thì ø'= 6x và y =tanứ. 

Ta có 

u 6x 


TP 2 


=——__ Ñ 
COS“ 1 cos “(3x2 +5) 
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k 


5. Đạo hàm của hàm số y = cotx 


4 
R đạo hàm của hàm số 


y = ta = x] với x # k1, k c Z. 


ĐỊNH LÍ 5 


Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi x # km, k e Z và 


lỆ 
(cotx)' =— 


CHÚ Ý 
Nếu y = cot và  = (x), ta có 


LÍ 


(cot)' = — 


Ví dụ 6. Tìm đạo hàm của hàm số 

y=cot (3x — I). 
Giải. Đặt ¡ = cot(3x — 1) thì y = rẺ. 
Theo công thức đạo hàm của hàm hợp, ta có 


+1 +1 


- Â... 
Ty TẤYu-Hy TH .H y 


= 3cot7(3x — I)[eot(3x - D]' 


= 3cot2(3x— Độ 
sin“(3x — l) 
= 3cot^(3x — J= 
sin“(3x — l) 
2 —. 
: _ JCOS (3x—]) = 


sin'(3x—I)ˆ 
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BẢNG ĐẠO HÀM 


ĐEN he: 
Gà) Sc (u) ` 


(sin+)' = cos+ (sinw)' = w'.COS 
(cosx)' = —sInx (cOS )' = —'.S1n w 
] + 
(tanx)' = 5 (tanw)' = = 
COS“ X COS“ 1 
] +1 
(cot+x)' =— 5 (cot)' = — 5 
SIn“ # SIn“ w 
Bòi tộp 
1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
x—l 2x+3 
a) y= : b)y= ; 
tớ)" Sạp 1D Tôm. 
%2 2 +3 x“+7x+3 
Qyợc dc. 
3-42 Win, 
2. Giải các bất phương trình sau : 
2 
+ +2 
a)y'<0 với y=“————“; 
x—l 
2 
: + 
y0 sổ Số. 
x+l 
: 2x1 
c) y' >0 với y==——: 
%0 + 
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Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


SIIx + co0sx 


a) y= 5sinx — 3cOS# ; b) y=——; 
SINX — COSX 
sinx * 
C€)y=xCOtX; đd) y= đc 
X sinx 


©) y=vVl+ 2tanx; lồ) y=sinNl+ 3Ÿ. 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y=(9—2x)(23`— 9x” + I); b) y =|sử~+]@x-® 
X 
€ y=(x-2)Nx” +l; d) y=tan“x— cotx” ; 


# 
©) y= COS 
l+x 


#0) 


Tính —ˆ“^, biết rằng ƒ(x) = x” và ø(x) = 4x + sin——. 
ø) 7 


Chứng minh rằng các hàm số sau có đạo hàm không phụ thuộc x : 


a)y= sinSx + cos”x + 3sin“x.cos”x : 
2 
b) y =cos| ~—x|+cos | =+x ceos [SE xà 
3 3 3 
2 : 
+cos“ T + +] — 2sin” x. 


Giải phương trình ƒ '(x) = 0, biết rằng : 


a) ƒ(x) = 3cosx + 4sInx + 5x ; 


b)/@) = 1 ~ sinŒ + x) + aeoL2P nh `) 


Giải bất phương trình ƒ (+) > g(+), biết rằng : 


a) ƒŒœ)=x)+x-—2, sgŒ@œ) =3x2 +x+'2 ; 
ø 
b) ƒ@) = 2#) ~ x” +3, gQ) = x) +, 
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& ⁄ VIPHÂN 


1. Định nghĩa 


/ ko, hàm số ƒ(+x) = Ýx, xạ = 4 và Ax = 0,01. Tính ƒ '(xạ) Ax. 


Cho hàm số y = ƒ{(x) xác định trên khoảng (ø ; b) và có đạo hàm tại x e (đ ; Ð). 
Giả sử Ax là số gia của +. 


Ta gọi tích ƒ'(x)Ax là ví phân của hàm số y = ƒ(x) tại x ứng với 
số gia Ax, kí hiệu là dƒ(x) hoặc dy, tức là 


dy = đƒ(+) = ƒ @)Ax. 


CHỦ 
Áp dụng định nghĩa trên vào hàm số y = x, ta có 
dx=d()=() Àt= l,Àt =Aš. 
Do đó, với hàm số y = ƒ(x) ta có 
dy = đ/(x) = ƒ (x)dà. 
Ví dụ I. Tìm vi phân của các hàm số sau : 
a)y=x —5x+l; 
b)y= sin x. 
Giải 
a)y=x —5x+l,y'= 3x” — 5. 
Vậy dy = dt — 5x + 1) =y'dx = (3x2 — 5)dy. 
b)y= sin x, y= 3sinˆx cosx. 
Vậy dy= d(sin x) =ydt£= 3sin x cos xdv. I 
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2. Ứng dụng vi phân vào phép tính gần đúng 
Theo định nghĩa của đạo hàm, ta có 
.._Ỏ Ay 
(#a)= lim ——. 
j 0o Ax—>0 A* 
Do đó với |Ax| đủ nhỏ thì 
A +1 LÌ 
ay È ƒGụ) hay Ay * ƒ'Gụ)Ax 


Từ đó, ta có ƒŒọ + Ax) — ƒŒG) = ƒ (Œo)Ax 


hay | ƒŒxg + Ax) = ƒŒq) + ƒ Œg)A+. 


Đó là công thức tính gần đúng đơn giản nhất. 
Ví dụ 2. Tính giá trị gần đúng của -/3,99. 
I 
Giải. Đặt ƒ(x) = Vx, ta có ƒ'+) =—=. 
2jx 


Theo công thức tính gần đúng, với xọ = 4, Ax = —0,01 ta có 
6.99) = ƒ4- 0,01) ~= ƒ@) + ƒ (4)(-0,01, 


tức là 2/3,99 = V4 -— 0,01 x44 + 000 = 19975. 8 


44 
Bỏi tập 
1. Tìm vi phân của các hàm số sau : 
a) y= và (a, b là các hằng số) ; 
a+b 


b) y=(x2 +4x+ (x7 - Y3). 
2. Tìm dy, biết : 


a) y =tan x; 
COS X 

b) y= 2° 
l—x 
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2 ĐẠO HÀM CẤP HAI 


I- ĐỊNH NGHĨA 


1 
Ân y' và đạo hàm của y', biết : 


a)y=x)— 5x7 +4x; 
b) y = sin3x. 


Giả sử hàm số y = ƒ(x) có đạo hàm tại mỗi điểm x e (ø ; Ð). 
Khi đó, hệ thức y' = ƒ (+) xác định một hàm số mới trên khoảng 
(z ; b). Nếu hàm số y' = ƒ'(x) lại có đạo hàm tại x thì ta gọi đạo 
hàm của y' là đạo hàm cấp hai của hàm số y = ƒ{x) tại x và kí 
hiệu là y" hoặc ƒ "(v). 


CHÚ Ý 
® Đạo hàm cấp 3 của hàm số y = ƒ(+) được định nghĩa tương tự 
và kí hiệu là y" hoặc ƒ"'{x) hoặc ƒ)(v). 
s Cho hàm số y = #w) có đạo hàm cấp ø — 1, kí hiệu là ƒ#=Đ(z) 
(ắc Ñ,n>4). Nếu ƒ”'~? (y) có đạo hàm thì đạo hàm của nó 


được gọi là đạo hàm cấp ø của ƒ{x), kí hiệu là y"» hoặc ƒ (+) : 


ƒ£ữ() = ~Đ(@))', 


Ví dụ. Với y=x` thì 
y = 512, y" = 2012, y = 6032, 
yf) = 120x, y? = 120 và y"” =0 với ø > 5. 
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II - Ý NGHĨA CƠ HỌC CỦA ĐẠO HÀM CẤP HAI 


2 
: : ] ⁄ 
Một vật rơi tự do theo phương thăng đứng có phương trình Sẽ SP: (trong đó 


sgx09,8 m/s”). Hãy tính vận tốc tức thời v() tại các thời điểm íạ = 4 s ; f¡ = 4,1 s. 
, „ „ Aw : 
Tính tí số NN? trong khoảng A =/ — íq. 
f 


Xét chuyển động xác định bởi phương trình s = ƒ(), trong đó s = ƒ() là một 
hàm số có đạo hàm đến cấp hai. Vận tốc tức thời tại / của chuyển động là 
vữ) =ƒ 0). 


Lấy số gia Ar tại f thì y() có số gia tương ứng là Av. 
⁄ A . . ⁄ ° Nộ ° 
TỈ số n được gọi là gia tốc trung bình của chuyền động trong khoảng 
f 
thời gian A/. Nếu tồn tại 
.Á 
»'ợ)= lim C“ =7), 
Ar>0 Af 
ta gọi v{) = 7) là gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm ¿. 
Vì y() =ƒ"{) nên 


y0 =ƒ'). | 
1. Ý nghĩa cơ học 
Đạo hàm cấp hai ƒ "() là gia tốc tức thời của chuyển động s = ƒ(/) tại thời 
điểm ¿. 
3 
Tính gia tốc tức thời của sự rơi tự do s =sựt ễ 
2. Ví dụ 


Xét chuyển động có phương trình 
sŒ) = Asin(ø# + Ø) (A, œ, ø là những hằng số). 
Tìm gia tốc tức thời tại thời điểm / của chuyển động. 
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Giải. Gọi v() là vận tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm í, ta có 
yữ) = #() = [Asin(ø# + ø)]|' = Aøcos(ø + øØ). 
Vậy gia tốc tức thời của chuyển động tại thời điểm ¿ là 


#0) = s"Œ) = v() = ~Aø sin(ø + ø). I8 


Bòi tộp 
a) Cho ƒ(x) = ( + 10). Tính ƒ "(2). 


b) Cho ƒ{x) = sin 3x. Tính r(-3} £"(0), "[R] 


2 
Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số sau : 
1 1 
CÌ ĐA. Re: Độ = : 
lI—x NÌ—=# 
c) y= tanx; d)y= cos”x. 


BẠN CÓ BIẾT 


LAI-BƠ-NÍT (LEIBNIZ) 


Đồng thời và độc lập với Niu-tơn, nhà bác học người 
Đức Lai-bơ-nít là người phát minh ra phép tính vi phân 
và tích phân. Nhiều kí hiệu như ¬"... ... Và 
thuật ngữ như "vi phân”, "tích phân"... do Lai-bơ-nít 
đưa ra vẫn còn được sử dụng đến ngày nay. 


Leibniz 
(1646 — 1716) 


Công thức tính đạo hàm cấp ¡¡ của tích hai hàm z.v ( và 
y có đạo hàm đến cấp ø¡) sau đây là của Lai-bơ-nít 


(uy) =uy+ Chut-Đy% Cu Ä 


+ CPut=P) +...+ C7? 1uyU +uyữ). 


(@) 


Có thể chứng minh công thức trên bằng phương pháp quy nạp. 

Lai-bơ-nít sinh ngày 1-7-1646 tại Lai-xích (Leipzig). Cha ông là Giáo sư luân lí đã 
mất khi ông mới 6 tuổi nhưng ông đã kịp thừa hưởng ở người cha lòng ham mê 
môn Lịch sử. Ngoài những buổi học ở trường, Lai-bơ-nít tự trang bị kiến thức nhờ 
thường xuyên đọc sách trong thư viện của cha. Ông học tiếng La-tinh lúc 8 tuổi, 
đến 10 tuổi, ông đã làm thơ bằng tiếng La-tinh. Sau đó, ông học tiếng Hy Lạp và 
rất giỏi thứ tiếng này nhờ sự cố gắng rất lớn. Năm 15 tuổi, Lai-bơ-nít là sinh viên 
luật của Trường Đại học Tổng hợp Lai-xích. Trong hai năm đầu, ngoài việc theo 
học Luật, ông đọc rất nhiều sách về Triết học, năm 17 tuổi (1663), nhờ bản luận 
văn xuất sắc về một trong những học thuyết lớn về Triết học, Lai-bơ-nít được 
nhận Bằng Cử nhân. 

Mùa hè 1663, Lai-bơ-nít chuyển sang học các giáo trình toán của Erhard Weigel 
ở Trường Đại học Tổng hợp léna. 

Năm 20 tuổi (1666), ông trở lại học Luật ở Lai-xích và chuẩn bị thi lấy Bằng Tiến 
sĩ. Vì ghen tị, người ta từ chối cấp Bằng Tiến sĩ cho Lai-bơ-nít. Họ nêu lí do là ông 
còn quá trẻ. Song thật ra vì ông hiểu biết về luật nhiều hơn tất cả các giáo sư ở 
Lai-xích cộng lại. 

Chán ngấy thái độ hẹp hòi bao trùm Trường Đại học Lai-xích, ông rời thành phố 
quê hương đến Nuy-răm-be (Nuremberg). Ở đây, ông được phong học vị Tiến sĩ 
vào ngày 4-11-1666 nhờ công trình về phương pháp giảng dạy mới về luật. 
Hơn nữa, người ta còn mời ông giữ chức vụ Giáo sư luật, nhưng ông từ chối. 
Lai-bơ-nít đã soạn công trình về giảng dạy Luật và đề xuất kế hoạch cải tiến của 
mình trên đường đi từ Lai-xích đến Nuy-răm-be. Một trong những đặc trưng của 
cuộc đời Lai-bơ-nít là ông có thể làm việc trong bất kì điều kiện nào, ở bất kì đâu, 
và trong mọi thời điểm. Ông đọc, viết, nghiền ngẫm không ngừng. Ông đã viết 
phần lớn các công trình toán học của mình (không kể những công trình đặc sắc 
về rất nhiều lĩnh vực khác nhau) trong các chuyến xe ngựa trên những con đường 
nhỏ ở châu Âu hồi thế kỈ XVII khi ông phải đi đây, đi đó theo yêu cầu của khách 
hàng. Hoạt động không mệt mỏi này của ông đã để lại cho chúng ta một khối 
lượng giấy viết đủ loại, đủ cỡ và phải lớn như một đống cỏ khô, chưa kịp phân 
loại, và mới chỉ được công bố một phần. Ngày nay, phần lớn số giấy này còn 
đang được đóng gói trong một góc của thư viện Hoàng gia ở Ha-nô-vơ (Hanover). 


Thật khó tin được rằng chỉ một cái đầu lại có thể sản sinh ra được toàn bộ tư 
tưởng (đã hoặc chưa in ra) mà Lai-bơ-nít đã để lại trên những trang giấy kia. Điều 
làm các nhà giải phẫu ngạc nhiên là sau khi đo và quan sát hộp sọ của Lai-bơ-nít 
người ta nhận thấy rằng nó nhỏ hơn nhiều so với hộp sọ của một người bình 
thường (Không hiểu lời đồn ấy có thật hay không !). 

Ông là nhà bác học lớn trong rất nhiều lĩnh vực (Luật, Tôn giáo, Chính trị, Lịch 
sử, Văn học, Logic, Triết học, Toán học, Siêu hình). Chỉ cần có một trong những 
cống hiến trên đây của ông cũng đủ lưu danh hậu thế. Người ta bảo Lai-bơ-nít là 
một ví dụ chứng tổ câu phương ngôn "Biết nhiều nghề, chẳng giỏi nghề nào" 
không đúng. 

Ông là người sáng lập Viện Hàn lâm Khoa học Đức mà ông là vị Chủ tịch đầu 
tiên. Ông mất vào ngày 14-11-1716 ở Ha-nô-vơ trong cô đơn. 
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Ôn tộp chương V 


1. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


3 2 
đ 3< ựy c5: J6 SG Ho 
3 # . “Để 
2 
— 6) 
Jin m=n cc 0y=[ +3 [4x =0) 
4x * 
` Ð %2 ST 3 
E=jx ` x2 -3x 
2. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
` SIÍT vì 0: COS * Be 3cosx 
* 2x+1l 
2 : 
ƒ“ +2cosf 2cosø — sin 
)y=———; Qyxc —, 
sinf 3sinøØ + cosợ 
tan x COf x 
@ =.=—==—=.- f = * 
sinx +2 3 Đà cai 
3. Cho hàm số ƒ(x) = vI + x. Tính ƒ(3) + (x — 3)ƒ'(3). 
"`... : — z3y27 V00) 
4. Cho hai hàm số ƒ(z) = tanx và ø(*)= ———. Tính ——. 
1x g0) 
5. Giải phương trình ƒ'(v) = 0, biết rằng 
4 
ƒGœ)=3x+^— +5, 
* # 
¡ ( 
6. Cho 4(x)=—~,ƒaœ) =xsinx. Tính JI s 
* ⁄a () 


7. _ Viết phương trình tiếp tuyến : 


x+ 


a) Của hypebol y = i tại điểm A(2; 3); 


b) Của đường cong y=+” + 4x “ — 1 tại điểm có hoành độ xạ = —I ; 


c) Của parabol y = x =4x+4 tại điểm có tung độ yọ = Ì. 
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19. 


11. 


12. 


13. 


Cho chuyển động thăng xác định bởi phương trình § = £ 7> 3/2 9/, trong 
đó được tính bằng giây và S được tính bằng mét. 

a) Tính vận tốc của chuyển động khi / = 2 s. 

b) Tính gia tốc của chuyển động khi / = 3 s. 

c) Tính gia tốc tại thời điểm vận tốc triệt tiêu. 

đ) Tính vận tốc tại thời điểm gia tốc triệt tiêu. 

Cho hai hàm số 


x2 


| 
y=—= 
x2 v2 
Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị của mỗi hàm số đã cho tại giao 
điểm của chúng. Tính góc giữa hai tiếp tuyến kể trên. 


Và y= 


Bỏi tập trắc nghiệm 


Chọn phương án đúng : 


2; 
Với g(x) = x -2x†+ð5 : ø(2) bằng : 
x—] 
(A)1; (B)-3; (Q)=3; (D) 0. 


Nếu ƒ(+) = sinÌx + x7 thì r{- ;] bằng : 


(A)0; (B) I; (CO) =2; (D) 5. 
Giả sử ñ@) = 5x + 1Ï + 4Œ + Ú). 

Tập nghiệm của phương trình h"(+) = 0 là : 

(À)[=1;2l; (B)( Es;0]; (Œ) 1=} (D) Ø. 


# Ủy” 


Ch =—+—+x. 
9 ƒ(*) .. 


Tập nghiệm của bất phương trình ƒ'(x) < 0 là : 
(A)Ø; (B) (0; +); (OI-2; 21: (D) (—œ ; +). 
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Ôn tập cuối năm 
I— CÂU HỎI 


1. Nêu định nghĩa các hàm số lượng giác. Chỉ rõ tập xác định và tập giá trị 
của từng hàm số đó. 


» 


Cho biết chu kì của mỗi hàm số y = sinx, y = cOsx, y = tanx, y = cot+. 

34. Nêu cách giải các phương trình lượng giác cơ bản, cách giải phương trình 
dạng zsinx + ĐcOS x = €. 

4. Viết công thức tính số hoán vị của tập gồm ø phần tử (w > 1). Nêu ví dụ. 


5. Viết công thức tính số chỉnh hợp chập & của ø phần tử, công thức tính số tổ 
hợp chập k của ø phần tử. Cho ví dụ. 

6. Viết công thức nhị thức Niu-tơn. 

7. _ Phát biểu định nghĩa xác suất (cổ điển) của biến cố. 


§. Nêu rõ các bước chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học và cho 
ví dụ. 

9. Phát biểu định nghĩa cấp số cộng và công thức tính tổng ø số hạng đầu tiên 
của một cấp số cộng. 

10. Phát biểu định nghĩa cấp số nhân và công thức tính tổng ø số hạng đầu tiên 
của một cấp số nhân. 

11. Dãy số () thoả mãn điều kiện gì thì được gọi là có giới hạn 0 khi n dân 
tới dương vô cực ? 

12. Viết công thức tính tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn. 

13. Định nghĩa hàm số có giới hạn +œ khi x —> —. 

14. Nêu các giới hạn đặc biệt của dãy số và của hàm số. 

15. Nêu định nghĩa hàm số liên tục tại một điểm, trên một khoảng. Nêu nhận 
xét về đồ thị của một hàm số liên tục trên một khoảng. 

16. Phát biểu định nghĩa đạo hàm của hàm số y = ƒf3) tại x = xọ. 

17. Viết tất cả các quy tắc tính đạo hàm đã học. 

18. Giả sử y = ƒ(%) là hàm số có đạo hàm tại xạ. Hãy viết phương trình tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số đó tại điểm MọGg : ƒso)). 

II— BÀI TẬP 

1. Cho hàm số y = cos2x. 


a) Chứng minh rằng cos2(x + k#) = cos2x với mọi số nguyên &. Từ đó vẽ 
đồ thị (C) của hàm số y = cos2x. 
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b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ x = _ 


— đo 1ˆ Ề | l— cos2x 
c) Tìm tập xác định của hàm số z = 4=... 
l+ cos“ 2x 


Cho hàm số y = = =. 
6 + 7sin2x 
a) Tính A = = s5. biết rằng tanz = 0,2. 
6 + 7sin2a 


b) Tính đạo hàm của hàm số đã cho. 
c) Xác định các khoảng trên đó y' không dương. 
Giải các phương trình : 


2 2 2 2 


y 3Ý ¬".. : 
a) K53 12% 209002700 X = COS“ xX — SIN“ X ; 


b) 3cosx + 4sinx = 5 ; 


€) SInx + €OSx = Í + cOSx SIn* ; 


đd) V@l—-cosx = sinx (x e [m; 31]) ; 
e) l2 — Ssin+ na + h + sin _ Seo ]eox =0. 


Trong một bệnh viện có 40 bác sĩ ngoại khoa. Hỏi có bao nhiêu cách phân 
công ca mổ, nếu mỗi ca gồm : 

a) Một bác sĩ mổ và một bác sĩ phụ ? 

b) Một bác sĩ mổ và bốn bác sĩ phụ ? 

Tìm số hạng không chứa z trong khai triển của nhị thức 


10 
) 


Chọn ngẫu nhiên ba học sinh từ một tổ gồm có sáu nam và bốn nữ. 

Tính xác suất sao cho : 

a) Cả ba học sinh đều là nam ; b) Có ít nhất một nam. 

Một tiểu đội có 10 người được xếp ngẫu nhiên thành hàng dọc, trong đó có 
anh A và anh B. Tính xác suất sao cho : 

a) A và B đứng liền nhau ; 

b) Trong hai người đó có một người đứng ở vị trí số l và người kia đứng ở 
VỊ trí cuối cùng. 
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§. Tìm cấp số cộng tăng, biết rằng tổng ba số hạng đầu của nó bằng 27 và 
tổng các bình phương của chúng bằng 275. 

9... Cho biết trong một cấp số nhân, hiệu của số hạng thứ ba và số hạng thứ hai 
bằng 12 và nếu thêm 10 vào số hạng thứ nhất, thêm 8 vào số hạng thứ hai 
còn giữ nguyên số hạng thứ ba thì ba số mới lập thành một cấp số cộng. 
Hãy tính tổng của năm số hạng đầu của cấp số nhân đã cho. 


10. Tính các giới hạn sau : 


mm ứ-+ DG— 2n)”. 


a) ] ; 
nŠ+] 
b) m| = + - $ = TT —H 
mn+l m+T]  m+ỊI nh +] 
.__\4n°+1+n 
€) lim——————— ; 
2n+] 


d) limAn(n —1- vn). 


: neos-— 
11. Cho hai dãy số (w„), (v„) VỚI H„ = : Và Vụ = ' 1, 
mn+]l mm +] 


a) Tính lim,. 
b) Chứng minh rằng limv„ = 0. 
12. Chứng minh rằng hàm số y = cosx không có giới hạn khi x — +œ. 


13. Tính các giới hạn sau : 


“hi c ụ ðỳ: [hà VU sau 
x—>-2 42x? sÏ : x>2 x2 —-4 : 
x2 —3x+1 2 n 
€) lim ———— ; d) lim lx*a b4 È & Ề 
xo2'_ x—2 x>l” l—# 
¬ˆ= __ x#+\4x7—1 
e) lim : ? lim ————— ; 
xe>+œo x+3 x->—o — 


ø) lim (-2x)+ x2 -3x+]). 
x->—-œ 
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14. 


15. 


1ó. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Chứng minh rằng phương trình sau có ít nhất một nghiệm : 
sinx = x— Ì. 
Phương trình sau có nghiệm hay không trong khoảng (—I ; 3) : 
x°~3x?+x—1=01 
Giải các phương trình : 
a) ƒ (+) = g(3) với ƒ(x) = sin 2x và ø(x) = 4cos 2x — 5sin4+ ; 
b)ƒ @œ) =0 với ƒ(x) = 20cos 3x + 12cos 5x — 15cos 4x. 


Tính đạo hàm của các hàm số sau : 


1 _ ©084x” +Ì : 


”a b) y : 
cos” 3x \x2 +1 
c)y=(2- x2) cosx + 2x sin x; đ) ca na 


COSX + xSInx 


Tính đạo hàm cấp hai của các hàm số sau : 


| | 
a) y= h b)y= : 

lân NI P2 
c) y = sinax (z là hằng số) ; đ) y= sin x. 
Cho hàm số 


f@)=x ` +bx )+ex+d. (C) 


Hãy xác định các số b, c, đ, biết rằng đồ thị (C) của hàm số y = ƒ{z+) đi qua 


các điểm (-1 ; -3), (1 ; —1) và 4Ð) =0. 
Cho các hàm số 
ƒŒ@)= x)+bx? +cx+d, (C) 


ø(*) = 39w v1: 


Với các số b, c, đ tìm được ở bài 19, hãy : 


a) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại điểm có hoành độ x = -I ; 


b) Giải phương trình ƒ '(sin+x) = 0; 
"(sin5x) + I 


c) lìm lim / ¬ : 
x0 Øø (sin3x) + 3 


ĐÁP SỐ - HƯỚNG DẪN 


CHƯƠNG I §2. 
§1. : 1. An... —2+k2n, 
1. a)tanx=0 tại x e {—m, 0, 7Ø} ; 3 
1 
b) tanx = Ï tại x e Tóc : X=7.-— arcsin— — 2+ k2n,kc Z ; 
l 4'4 4 3 
c) tanx > 0 khi BjaS Độ h #e 
1T 1T 3m 6 3 
xel|-rxr;-—|©|0;—|©|mô;:—|; 3m 
2 2 2 c)x= TC le 2; 
d) tanx<0 khi 2-2 
# d)x=—40” + kI807, 
xel|->;0|©2|—;:m |. o o 
2 2 x= lII0 +kI80,ke Z2. 


2. a)D=R\V{lkn,ke Z}: 


2. x=knx=T+k—,ke 2. 
b)D=R `\{1k2n,ke Z2}; 4 2 


SD=R\ | rên ke2j¡ 3. 8)x=1#areeosS + kÐm k€ Z ¡ 
6 
: b)x=+4”°+k.1207,ke Z ; 
d)D= RE tắn ke7), lin „4n 5m, 4m 
6 € x=——+k—,x=-—+k—,keZ 
18 3 18 3 


3. Lấy đối xứng qua trục Óx các phần đồ thị 
hàm số y = sinx trên các đoạn [7t + k2 ; d)x=+“+kn, x=+T“+En,ke 7. 
2r + k2r], giữ nguyên các phần đồ thị 6 
còn lại (k e Z2). 

4. y = sin2+x là hàm số tuần hoàn với chu kì 
7 và là hàm số lẻ. Từ đó suy ra đồ thị của 5. a)x=45°+kI§0°,k e Z; 
hàm số này. 


4. v= —.tv,k€ 2. 


5. Cát đồ thị hàm số y = cosx bởi đường thẳng tl»£= nh 
› 3: VN củ 
v= - xác định hoành độ giao điểm. 


c)x= TL£ “,x=Èn,ke 2. 
6. xe (k2mn6 ; 7a + k2mn),kce Z2. 4 2 


1. xel t2,” CĐ le, đ)x =k—,x= ~ +kn,ke 7. 
2 2 3 2 
8. a) 0<cosx<l, y3, ymạ¿= 3 6ˆ xe GP tớ 3ý 
©x =l2n, ke Z. “ 
b) 3—2sinx < 5, Ymay = Š 7. a)x= + ~,x=——+kn,ke 7. 
l6 4 4 


cxz= =_ si2£ ke Z. 1U 7 
2 b) lóc 102 ”TAHIS Z. 
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§3. 
1 
1. xv=kn,x= Đi +k2n,ke Z. 


2. a)x=k2n,x= ni +k2n,kce Z ; 
1 3m 
b)x=k—,x= ‡—+kn,ke Z. 
2 8 
3. a)x=k4n,ke Z2 ;b)x= B + k2n, 
X= Sứ: + k2n, x= arein| =5] + k2rn, 
6 4 
x=m~aresin| ~.] +k2n,ke 2 ; 
1 1 
€) =ƒ tÁNg x=ameian| =2 ]x Km, ke 2; 


đ x=~+kn 
4 
x=arctan(2) + kn,k c Z. 


4. a) x= re + Èn, 
4 


v = aretan| =2) +kn,ke 2Z ; 


b)x= T + Èm, x = arctan3 + km, ke Z ; 
Qx=T + k7, x = arctan(—5) + ku,&k € Z ; 
d)x= ` + kẢ, X = M +kn,ke Z. 

2 6 


Š. a)x= = + k2n,x= “su, +k2n,ke Z ; 
12 12 


ve. tp nay 
THỦ, THIÊN 


_ đc -s 4 
(Với cOSz =— ; sinzø=—). 
5 5 
c)x= 7m +2n,x=—-— +k2n,ke 7; 
12 12 


d) x= TT. tắm, keZ; 


225 BỊ 12 
(với sinœ =— ; cOsœ =——`). 
13 13 


6. a) #1 2. 
10 5 


b) x=k#, x=arctan3+km, ke Z. 
Ôn tập chương I 
1. a) có ; b) không. 


2. a) _= ;b)x€ (-mr;0)\(1w, 27). 


3. a) I+cosx<2 => y<3, vu =3 


© x=k2mn ke Z ; 
b) 341 2= 


<©=x= St ke Z2. 
¬.. 
4. a) DEN U 0g - SH, ke Z2; 
¬- 
Si 2 IPSnc TRE Ta ke 2. 
b) x=+t +Ăm, ".. Z; 


c) x=+  +kên ke 2; 


HE” SÉc ” viEyei7 
144 12 


5. a)x=k2ïn, x= +2 +Ä2m, k € Z; 
1 8 
b)x=—+#, x=arctan—+kw,k Z2; 
2 15 
c) x=k2n, ke 2 ;x=mnt-2œ+k2n,ke Z 


bà 2 h 1 
(VỚI COS@ =—— ; SInø =—=)). 


ND NG 


đ) Điều kiện sinx #0, x= + k2r. 


CHƯƠNG II 

§1. 

1. a)4;b)4ˆ =16;c)4.3=12; 
2.42. 3.a)24;b)576. 4.12. 
§2. 


1. a)6!;b)3 x5!;c) 414. 
2.101; 3.210. 4.360. 
5. 4)60;b)10.  6.20.7.60. 
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§3. 
2.12. 3. n=5 4. 28. 5.—1. 
6. a), b) Gợi ý. Khai triển 11! = (10 + 1)!9 
101199 = (100 + 1)!99, 
§4. 
1. a)O= {SSS, SSN, NSS, SNS, NNS, NSN, 
SNN, NNN). 
b) A={SSS, SSN, SNS, SNN] ; 
B={SNN, NSN, NNSỊ: 
C={SSN, NSS,SNS,NNS,NSN,SNN,NNN). 
2-g)01={10;J)š 1s j S6, 
3.a) O= (11,2, (1,3), {1,4}, 12,3}, 12,4), 
13,4). 
b) A=((1,3),12,4)H; 
B={(1,21.11,41,12,3),12,4),13,4)1. 


4. a) A=AIlSA2 ; B=AÁIOA, ; 
C=(ALOS42)(AIS4,) ;D= Ai Ai, 


b) HD. D là biến cố "Cả hai người đều bắn 
trượt” 


5. 4)@=[1,2,..., 10} ; 
b) A=(1,2,3,4,5};B=({7,8,9,10}; 
C ={2,4., 6, 8, 10}. 
6. a)Q={S, NS,NNS,NNNS,NNNN); 


b)A = {S, NS, NNS];B= [NNNS, NNNN)} 
7. a) O gồm các chỉnh hợp chập 2 của 5 chữ 

số 1,2, 3, 4, 5; 

b)A=({(,2), (, 3), (, 4), (1, 5), @, 3), 

Œ, 4), (2, 35), ÓG, 4), @, 5), Œ, 5)] ; 


B= {Ó, 1), (4,2)}; C= Ø. 
§5. 

§ 
1.6) P(A)= 2, PŒ)= 2 - 
`... ¬- `. 


c) P(A)= - P(B)= š : 


1 2) 1 1 
3. — 4. a) —,b)—,cC 
7 = = )s 
5. a)~ 0,000 003 7; b) x 0,28123; 
c) ~> 0,000 1343. 
2 1 
6. a) —, b)— 
)3 )3 
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7. 


12 13 
a) Độc lập ; b) — ;c) —. 
) Độc lập 25s S 


Ôn tập chương II 


4. a)1176;b)420. 5. a)=0,I;b)0,2. 
". bi, 7. ~0,4213. 
105 210 
2 3 1 1 1 
§. a) —;b) —-;c)_—. 9. a)— ;b)—. 
}s = }s bi " 
CHƯƠNG II 
§1. 
1 2 3 
4. S = v, = vi, = . 
8) Si 5° hiên TgU l3 nh] 
§2. 
3. Db)ưy= jn+8 với ne ÑÏ 


a) Dãy số giảm ; b) Dãy số tăng ; 
c) Dãy số không tăng cũng không giảm ; 
đ) Dãy số giảm. 


. 8) Dãy số bị chặn dưới vì w„ > I ; 


đu 1 
b) Dãy số bị chặn vì Xà, 


d)—M2 <u„ <2. 


c)0<w„<1; 


§3. 


. 8)HỊ= 


3,Ä4=-2; Di 
2 2 


c) Dãy số không phải là cấp số cộng ; 


3 
đ) ứn Tinh Sơ 

2. a)u¡ạ=16,dÄd=-3; 
b)„„=3,đ4=2;uị = -17,d= 2. 

3. Đáp số được để trong ngoặc đơn của bảng. 
HỊ d Min ý sp 
-2 @) 55 20 (530) 

46) | -4 (—-20) 15 120 
3 4/27 7 (28) | (140) 

(—5) (2) 17 12 72 
2 —5 (C43) | (10) 205 


4. a)h„=0,5 +0,18n ; b) hại = 4,28 (m). 
5.78. 
§4. 


VÀ 8) 4=3¡ b) mị = 2 ¡ )n =7, 
1 
3. HỘ RỤPBỆC Tên PA GD? 9 


°sgạa=-3: h —1,3,—9, 27; 


b) 20 100 50 25 25 
Ñl VU củ “0n 


4.1,2,4, 8, 16, 32. 
5. Sau 5 năm: ~I,9 triệu người ; Sau 10 năm : 
Z~ 2, triệu người. 


I0 


`. _ Sổ sàó 
6. Biểu diễn đ s8 với 0> Ì. 


Do đó dãy số (z„) là cấp số nhân với công 


vI0 ỳ 


Ôn tập chương III 
1. Cấp số cộng là dãy số tăng nếu đ > 0 và 
giảm nếu đ < 0. 
2. a4) u„ < Ö với mỌI ñ ; 
b) Các số hạng đan dấu. 
5. Dùng phương pháp quy nạp toán học. 
..8)2,3,5,9, 17. 
7. a) Dãy số tăng, bị chặn dưới. 
b) Dãy số bị chặn, không tăng cũng không 
giảm 
c) Dãy số giảm và bị chặn vì 


^ 


0<„„< 


241 
§. a)u¿=8,d=-—3; 


21 
ĐH E2 ME=Eci KNHS?PPE th nae, ÿ 


9, a)u,=6,q=2;b)ui= 12,q=2; 
c)„ị,=l,q= 2. 
10. A = 2230, B = 6730, € = 


D=157930. 11. ¡ = 1 hoặc đ2 =s .12. 6m”. 


1120, 


CHƯƠNG IV 
§1. 


1. a) Hạ = m (kg) › 
`... 1 
c) Chứ ý : 10 "g=10  .10 Ìkg= — 2 kg. 
10 


3 3 
3. 2;b)—;c)5; d)—. 
a) b5 c) Đn 


4. 8z te : . 
4" 3 11 

101 1 

6. ——- 7. a)+o;b)—-œ; c) —— ; d) +. 
g0 ) ) ) 5 ) 

8. a)2; b)0. 

§2. 

1 s0) 

vấp! : 


2. Hàm số y = ƒ{x) không có giới hạn khi x —> 0. 
3.8) =4) 4: ¡ ©)C.. đ) ~ 2: ) 0) See 


4.a)+oœ; b) +; c)—œ, 


5Š. b) lim ƒ(+)=0, lim ƒ(x) =-œ, 
3 so x—-3_ 
lim ƒ(z) = +œ. 
xo_-3" 
6. a) +o ; b) + ; c) +o ; đ) —]. 
đƒ 
7. a)đ= ợ(d)=——; 
a) đ= Ø4) 
b) lim ø(đở)=+œ, lim ø(đ3) =-—œ, 
ad>ƒ” d>Ƒ—~ 
lim ø(đ3) = ƒ. 
d—>+œ 
§3. 


1. y= ƒt(z) liên tục tại xạ = 3. 

2. a) y = øg(x) không liên tục tại xạ = 2 ; b) 12. 

3. a) y= ƒ(+) liên tục trên (—œ ; —1) và 
(—1; +œ). 

4. a) y = ƒ(z) liên tục trên (—œ ; —3), (—3 ; 2) 
và trên (2 ; +œ©) ; b) y = ø(z) liên tục trên 
các khoảng (S + k1; 5 + km | với k e Z2. 


5. Ý kiến đúng. 
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6. b) HD. Xét hàm số ƒ(x) = cosxT— x trên 
R và hai số 0, 1. 
Ôn tập chương IV 


2. lim w„„= 2. 3. HOAN. 


1 1 1 
5. a) —;b)—;c)—-œ ; d)—œ;e€)—; : 
Đề "n ) ) )2 ) ã 
6. a) lim ƒ(x)=+œ; lim gø(x) = +; 
x0 x0 


lim ƒ(x)=-—l; lim g(x)= +; 
x->+œ x->+œ 


b) Hình 60a) là đồ thị của y = ø(, Hình 
60b) là đồ thị của y = ƒ9. 

7. y = g(y) liên tục trên R. 

8. HD. Xét dấu ƒ(0), ƒ(1), (2) và ƒ@). 


CHƯƠNG V 
§1. 


1. a)f2)-ƒ)=7; 
b)/Zt(0, 9) —#() =—0,271. 


5: s)ÌÄ) C055 8; 
Ax 
Ay 
b) Ay= Ax(2x + Ax*); ——=2vx+ Ax; 
Ax 
c) Ay= 2Ax|3x” + 3xAx + (Ax)”]:; 
S20 0ý Ay 2À”) 
Ax 


0 l 
x(x+Ax) Avx  xŒ@x+Ar). 


đ) Ay= 


3.a)3;b) s2. €) -2. 
4 

4. HD. Chứng minh ƒ gián đoạn tại x = 0. 
Từ đó suy ra ƒ không có đạo hàm tại 
điểm đó. 

5Š. 4) y=3x+2; b) y= l2x- l6; 
c) y=3x+2 và y=3x- 2. 

6. a) y=—4(x— l);b) y==Œ+2); 


X x 
€) y=—— +lvà y=_—— —I. 
)y P J= 


7. a) 49,49 m/s ; 49,245 m/s ; 49,005 m/s ; 
b) 49 m/s. 
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§2. 
1. a)—I;b) 10. 


2. a) 5x2— 12x2+2;b)—2xỞ + 2x— ï : 


8 


cì2y =2 sự 9) 63x + 120xF. 


3. a)3x@Š— 5) (7x — 10); 
=2(172El) 
(si 


ĐI — Bà 
đ) _ Đã T:©) Ha ) : 
(x“ˆ-x+]) X x 


b) -4x (3x7 — l); e) 


—2x—5 - 
2j2-5x—x2ˆ 
xˆG82—217) SELEN 
\J@*=x7 „mm. 


5.a)x<0hoặcx>2;b)1— V2 <x<1+42. 


4. a)2 3M :b) 


c) 


§3. 
Ảï =“e.. 
(Sx-2) (7—3x) 
2: 2 
Ổ 2(2x m 3) .a _ 
(3-4+) x“(x-3) 


2. -4)(1;1)(2(1;3); b) Cœ ; =3] 2 [1 ; +2) ; 


= 


, 


2 2 


2 


3. a) 5cos x + 3sin x; b) s===:- 
(sinx— cos x) 


x 
€) COtx— : 
sin“ x 


đ) (x cos x — sin x) [z- : ) 
X SIn“ x 


s 1 : xcosAlx” +l 
cos” x\I+2tan x ` Ax2+1 


4. a)—2(2x—9x”+ 1)+(6x7— 18x) (9— 23); 


32 | 
Đ|==£<S| Œ&-3)+7 = 
CS )MNAN luc: 


Vx”+l 
=iÐ 
COSỐX  sin“x q+x) l+x 
SN. 
2 
7. a)x=@+ : + k2n, (k e Z) VỚI COSØ=— ; 
x=1t+ k4m 
b) . 4n (ke Z2) 
=—=—+k— 
3 3 


8. a)(Co;0)t2(2; +©); b)(C©;0)t2(1; +). 


$4. 
1 


——T=x; 
” 2(a+b)x 
| 


b) lesseể -\x)+Q@Ÿ sa ĐA || 
^|x 


(x2 —])sinx+2xcos+x 
q-z 


2tan x 


2. a) dx;b) 


COS X 


§5. 
1. a) 622 080; 


b) 7{-3]=-9: ƒ'0)=0; 


—. " 
3 k bá 
) 4/q-x) 
c) KỶ d) y”=-— 2cos 2x 
COS” X 


1. a) y=x-x+l; 


DU lo + ; 
x! x x 71+ 
vi 3x2 —7 
4x7 Í 


._ 94 Ax—6x?~2Ax+4 


đ) y 


2x7 : 
"=. 
vxq-vx ` 
_ =4x -l0x+l5 
ở mm. nố 7 
(x“ -3*) 
h (\Äx+1)xsinx+(2x7 x+l)cosx 
2 ay= : 
2 
X 
, —3(2x+l)sinx—-6cosx 
b) y'= 5 
(2x+1) 
: 2£sinf—7 cos—2 
c) y= = : 
Sin“ f 
: —7 
5) 5=. 
(3sinø+cosø) 
x 2+sin” x 
Nhàn: "rẻ Ề 
cos“ x(sinx+ 2) 
I—2jx_cotx 
ty= sin” x vx : 
(2x1? 
SẾ óc h 4. 1 
4 
5.{12;+4] 6.—I 
7. a)y=-2x+7; 
b)y=-5x-3; 
c€)y=-2x+3=0,y=2r-5. 
§. a)-0m/s; b) 12m/s7 ; 
c) 12m/s”; d)—12m/s. 
9. a) y= =¬... Vax_2 : 
2 2 
b) 90Ẻ. 
Ôn tập cuối năm 
1n\j3  I 
1.b) y=_— 3y, 13L ;e) IR. 
c 2 
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h 
e 
` 


Ï —70cos2x 
b)y'=—— .i 
(6+ 7sin2x) 


c) |~5 tk; 5+im| ke 2. 
4 4 
3. a) [E+5n:cU* 5 +in n.k€7): 
4 2 3 
7 3ã 4 
b) E-z+k2m.kez] VỚI COSØŒ =— ; 
2 5 
. 3 
sinø =~. 
5 


c) [E+ien ; 2n, k,l e z ; d) „| 
2 2 
e) Vô nghiệm. 
2 : 4 
4. a) A4o = 1560; b) 40C+o , 


3 3 
1 si 
5.210. 6.a) —6 ;b)I——+, 
C 


10 Cịo 
| | 
7. a) Cấc ;b) Cá 
101 101 
§. MỊ— 5, dđ=4. 
9, 186. 


1 3 1 

10. a) 4; b) —; c) — ;d) ——. 

) N5 ĐnD ) 5 
11. a) 0. 


1 
13.a)4;b) — ;c)-œ; d)—œ; 
) tr ) ) 


8)2: 2 ¡8) #0 
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, 


15. HD. Xét hàm số ƒ(x)= xf—3x)+x—1 và 
hai số —I ; 0. 


1 : 
arcsin 


16. a) te: + TT; 
4 2 


_ ` đioốï8 +ưn,k,n,meœc 2 r; 
s 2 3 


b) k5 + ke]. 
4 3 


17. a) SÁU, 
cos” 3x 
b) -_x(\x? + sin\ +? | +cu\JX? +]) 
\NG+ÐŸ 
x2 


c) x sinx ;đ) =————. 
(cOS x + xsIn x) 


18. a) ha 2 “#É NH s 
q 


;b) y PT ng 
+) x` qd#Ỷ 
€) y"=-a7 sinax ; d) y" = 2cos2x. 


18 9<: ©l0vf= ——. 
2 


20.a)y=4x+ 1; 
x=kT 


b)|x= aresin2 + n2m (m,n,kce 2) ; 


"- 
J= HP H N00 Lọ SE HIẾN 


€) 5. 
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THUẬT NGỮ TRANG 


__. Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm | 123 - 
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xU #X 


Ý nghĩa vật lí của đạo hàm 153 
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